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Presentacion

Estimados/as docentes y directivos/as:

La Agencia de Calidad de la Educacién, dentro del Sistema de Aseguramiento de la Calidad de la
Educacién, tiene la misién de evaluar, orientar e informar para lograr una educacion integral de
calidad que permita que en Chile todas y todos puedan crecer y desarrollarse superando las brechas.

Para ello, la Agencia se encuentra constantemente analizando la informacién que obtiene respecto
del logro de los aprendizajes que alcanzan los estudiantes y disefiando estrategias que permitan
entregar mayor y mejor informacién a la comunidad respecto de ellos y orientaciones que contribuyan
a tomar decisiones pedagégicas.

Dentro de este esfuerzo, a fines del afio 2017 se publicé el libro Aprendiendo de los errores: Un andlisis
de los errores frecuentes de los estudiantes de Il medio en las pruebas Simce y sus implicancias pedagdgicas
y durante el 2018 la Agencia realiz¢ talleres a lo largo del pais difundiendo los errores sistematizados
y promoviendo la reflexion de los docentes en torno a cémo pueden abordarlos en su practica.

Una de las necesidades levantadas por los docentes que asistieron a los talleres fue la de poder
contar con informacién respecto de los errores que cometen con frecuencia los estudiantes de cursos
anteriores a II medio.

Para dar respuesta a esta necesidad, se crea el libro Aprendiendo de los errores: Un andlisis de los errores
frecuentes de los estudiantes de 4° bdsico en las pruebas Simce y TIMSS y sus implicancias pedagégicas.
Este libro recopila y analiza los errores mas comunes que presentan los estudiantes de 4° basico al
responder las pruebas Simce y TIMSS de Matematica. El objetivo es entregar informacion especifica
y orientaciones sobre los errores comunes en Matematica, para complementar el diagndstico que
realizan los docentes y directivos en relacién con los logros de aprendizaje de sus estudiantes y
orientar sus estrategias de ensefianza y aprendizaje.

Los invitamos a leer esta publicacion, contrastarla con la de I medio y generar instancias de reflexion
y discusién que permitan articular el trabajo que se realiza en todos los niveles de ensefianza, a modo
de evitar los problemas identificados y mejorar los aprendizajes de los estudiantes en Matematica.

Agradecemos a los docentes y especialistas en didactica de la Matemética que permitieron validar que
los errores identificados en las pruebas estandarizadas son consistentes con los que se observan en
las practicas de aula. Contar con su generoso aporte permitié enriquecer el documento acercandolo
a la realidad que se vive en el aula.

Esperamos que esta publicacion les sea de utilidad promoviendo la reflexién y la accién respecto de
las practicas pedagdgicas que pueden transformar los errores de los estudiantes en oportunidades
de aprendizaje.

Juan Bravo Miranda
Secretario Ejecutivo (S)
Agencia de Calidad de la Educacion
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Introduccion

La Agencia de Calidad de la Educacién realiza evaluaciones con el propdsito de entregar informacion
que contribuya a la toma de decisiones que permitan la mejora. En este sentido, las evaluaciones
Simce y los Cuestionarios de Calidad y Contexto de la Educacién reportan informacion para la toma
de decisiones de politica publica, asi como para la gestion directiva y pedagdgica de cada comunidad
educativa.

El Plan de Evaluaciones 2016-2020 elaborado por el Ministerio de Educacién, en coordinacién con
la Agencia de Calidad de la Educacién, y aprobado por el Consejo Nacional de Educacién (CNED), ha
planteado la importancia de mejorar las acciones de orientacién y apoyo hacia las escuelas en materia
de evaluacién. Por ello, desde la Agencia se busca articular las evaluaciones de aula, para extraer
informacién y orientaciones que permitan a docentes y directivos usar los resultados con el propésito
de generar estrategias que favorezcan el aprendizaje de cada estudiante. Desde esta perspectiva,
resulta fundamental que los instrumentos permitan a los docentes conocer mejor a sus estudiantes,
saber como estan logrando los Objetivos de Aprendizaje propuestos en la Bases Curriculares; y cuales
son los problemas y confusiones que presentan con mayor frecuencia.

El presente documento pertenece a la serie "'Aprendiendo de los errores' que se introdujo al sistema
en el afio 2017 entregando un andlisis de los errores frecuentes de los estudiantes de II medio en
las pruebas Simce. La serie tiene como fin transmitir un enfoque de ensefianza y aprendizaje, en el
que los errores cometidos por los estudiantes en las evaluaciones se transformen en oportunidades
para que los docentes analicen e identifiquen los problemas y las confusiones a los que se enfrentan
sus alumnos en el proceso de aprendizaje. En esta oportunidad, el presente documento permite
complementar la informacién entregada el 2017 dando a conocer una recopilacién y andlisis de
los errores frecuentes que presentan los estudiantes de 4° basico al responder las pruebas Simce y
TIMSS de Matematica.

Para recolectar la informacién se realiz6 un estudio del conjunto de preguntas aplicadas a los estudiantes
de 4° basico de nuestro pais en las pruebas Simce de 2013, 2014, 2015, 2016 y 2017 y TIMSS de 2015.
Las preguntas se agruparon de acuerdo con los ejes de los Objetivos de Aprendizaje de las Bases
Curriculares: ""NUumeros y operaciones', "Patrones y algebra", ""Geometria", "Medicién", "Datos y
probabilidades"; y con la habilidad de "Resolver problemas". Cada pregunta se analizé considerando
el porcentaje de estudiantes que la contesta correctamente y el porcentaje de estudiantes que contesta
cada uno de los distractores. Para esto, se considerd la informacién que entrega cada distractor
respecto de los errores de comprension de conceptos o procedimientos que implica seleccionarlo.

En relacién con este estudio, es importante tener en cuenta que:

El curriculo vigente para los estudiantes que rindieron las pruebas analizadas corresponde a las
Bases Curriculares (Decreto Supremo N° 439/2012).

Para considerar que un error es frecuente en los estudiantes de 4° basico, este debe ser cometido,
en promedio, por al menos un 10% de la poblacién.



- La base del estudio es la evidencia empirica acumulada entre los afios 2013 y 2017 (preguntas
Simce y TIMSS contestadas por estudiantes de 4° basico expuestos a las Bases Curriculares),
por lo que no se describen aquellos errores que no se encuentran evaluados en las pruebas
analizadas. Dado lo anterior, no es correcto asumir que, si algin error no se encuentra descrito
en este documento, el aprendizaje con el que se relaciona se encuentra logrado por la mayoria
de los estudiantes de este curso.

- Muchos de los problemas de aprendizaje analizados en este documento se asocian a conceptos
y procedimientos que los estudiantes aprenden en cursos anteriores y que son sustento de lo
que se espera que hayan aprendido en 4° basico. Por lo tanto, la planificaciéon de acciones que
prevengan o aborden estos problemas es una tarea que requiere ser desarrollada por el conjunto
de docentes de Matematica del ciclo.

Este trabajo de sistematizacién de errores frecuentes espera aportar al andlisis que realizan los
docentes de sus evaluaciones de aula. Esta publicacién complementa la realizada el 2017 para II medio,
ya que entrega informacién que pueden usar los docentes de basica para mejorar los aprendizajes y
prevenir la ocurrencia de errores en Educacién Media. Se espera que este estudio sea analizado en
conjunto con el de IT medio por profesores de ensefianza basica y media, de manera que se pueda
abordar el aprendizaje matematico de los estudiantes como un proceso continuo que ocurre a lo
largo de toda la trayectoria escolar.

El documento esta compuesto por dos capitulos. En el primero se describen los errores comunes que
cometen los estudiantes de 4° basico en las pruebas Simce y TIMSS de Matematica, segln los Ejes
curriculares y la habilidad de Resolver problemas. En el segundo capitulo, se presenta un analisis
de los errores en las respuestas de los estudiantes de 4° basico en las pruebas y se plantean algunas
consideraciones de caracter metodoldgico para orientar los procesos de ensefianza y aprendizaje de
manera de prevenir la ocurrencia de estos errores.






Capitulo 1

Descripcion de errores




Capitulo 1. Descripcidn de errores

En esta seccién se presentan los resultados del analisis de los errores cometidos por los estudiantes
al contestar las pruebas Simce de Matematica 4° bésico entre los afios 2013 y 2017, y la prueba de
matematica de 4° grado del estudio TIMSS 2015. Se encuentran organizados de acuerdo con los ejes
tematicos (niimeros y operaciones; patrones y algebra; geometria; medicién; y datos y probabilidades)
y la habilidad Resolver problemas. Para cada error, se presenta su descripcion y ejemplos de preguntas
tipo Simce, para que los docentes conozcan el tipo de respuestas a las que se asocia cada error.

Tabla 1.1 Errores comunes de estudiantes de 4° bdsico en Matemdtica, segtin eje o habilidad

Eje o habilidad Ambito de aprendizaje
Numeros y » comprension del valor posicional,
operaciones « aplicacion de algoritmos de calculo en los nimeros naturales,

+ comprension del significado de fraccién y
» comprension de la recta numeérica.

Patrones y algebra  comprension del significado de los simbolos >, <, =y
» comprension de las ecuaciones.

Geometria » comprension de la piramide y
« manejo de lateralidad.

Mediciéon » comprension de perimetro,
» comprension de volumen,
« lectura de horas y minutos en relojes analogos y
» comprension de las unidades de tiempo.

Datos 'y * lectura de pictogramas con escala.
probabilidades

Resolucién de » representacion de un problema.
problemas



La evidencia revisada muestra que los estudiantes de 4° basico cominmente presentan errores al
responder preguntas que requieren comprender la estructura del conjunto de los nimeros naturales,
las operaciones basicas con los nimeros naturales, las fracciones y la recta numérica.

Tabla1.2  Eje de nimeros y operaciones. Resumen de aprendizajes involucrados en los errores de los
estudiantes de 4° bdsico en las pruebas Simce y TIMSS de Matemdtica

Ambitos de Errores especificos asociados a las respuestas

Subarea .. .
aprendizaje incorrectas

Comprension comprension del compone numeros segun el orden en que se

de los valor posicional. presentan los digitos, sin considerar el valor

numeros posicional indicado para ellos;

naturales alinea las cifras sin considerar su valor posicional
al sumar nimeros naturales;

registra como reserva las unidades en vez de las
decenas al resolver el algoritmo de la multiplicaciéon.

Operaciones aplicacion de resta el digito menor al mayor, sin considerar el
basicas con algoritmos de minuendo y el sustraendo;

numeros ca’lculo en los resuelve adiciones o multiplicaciones sin considerar
naturales numeros naturales. las reservas;

divide la cifra con mayor valor posicional del
dividendo por el divisor y luego copia las cifras
restantes del dividendo.

Fracciones comprension del identifica las partes pintadas de gris como
significado de numerador y las sin pintar como denominador,
fraccion. sin comprender la fracciéon como parte de un todo;

representa una situacidon contextualizada
considerando como numerador el primer dato
que aparece y como denominador el segundo,
sin interpretar correctamente lo que cada uno
representa,

resuelve la adicién de fracciones de igual
denominador sumando numerador con numerador
y denominador con denominador, sin comprender
la fracciéon como un solo nimero.

Recta comprension de la cuentan las marcas de la recta numeérica para calcular
numérica recta numérica. la distancia entre dos ndmeros representados en
ella, sin considerar que la distancia corresponde a
la cantidad de segmentos de la recta que los separa.
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1.1.1. Estructura de los nimeros naturales

De acuerdo con las respuestas entregadas por los estudiantes de 4° basico a preguntas que evaltian
la comprensién de la estructura de los nimeros naturales, un grupo importante de ellos no ha
consolidado la comprension del valor posicional de las cifras que los componen.

Se estima que uno de cada cuatro estudiantes de 4° basico comete errores al enfrentar tareas que
requieren componer o descomponer nimeros naturales, ya que en vez de utilizar el valor posicional
parece guiarse solo por el orden de aparicién de los digitos.

Ejemplo 1. Pregunta de composicién de un nimero natural

El ndmero de la casa de Alicia se forma con 7 decenas, 5 unidades y 2 centenas.
(Cudl es el niimero de la casa de Alicia?

e 752 Compone el nimero segtn el orden en que se presentan los digitos,
sin considerar su valor posicional.

Q 275 Respuesta correcta.

Ademas, uno de cada siete estudiantes presenta errores en preguntas que requieren sumar o restar
numeros naturales con distintas cantidades de cifras, pues parece que no consideraria los valores
posicionales al realizar la operaciéon y alinearia las cifras de manera incorrecta.

Ejemplo 2. Pregunta de adicién de niimeros naturales con distintas cantidades de cifras

Marcia tiene 112 bolitas rojas, 43 bolitas amarillas y 103 bolitas azules.
(Cuantas bolitas tiene Marcia en total?

() 645 Alinea las cifras sin considerar su valor posicional al sumar.

(V] 258 Respuesta correcta.

Otro error que se visualiza es la confusién de los valores posicionales al registrar las reservas de
una multiplicacién. En este caso, uno de cada cinco estudiantes de 4° basico registra la unidad como
reserva y la decena como parte del producto.
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Ejemplo 3. Pregunta de multiplicacién de nimeros naturales

(Cudl es el resultado de 472 - 37

Q 1326 Registra como reserva las unidades en vez de las decenas.

Q 1416  Respuesta correcta.

Informacién curricular

La comprension del valor posicional se incluye en las Bases Curriculares desde 1° basico,
especificamente en el OA 8: "Determinar las unidades y las decenas de los numeros del
0 al 20, agrupando de a 10, de manera concreta, pictorica y simbdlica" y se extiende de
manera explicita hasta 5° basico, donde se incluye en el OA 1: "Representar y describir
numeros naturales de hasta mas de 6 digitos y menores que 1.000 millones: Identificando
el valor posicional de los digitos; componiendo y descomponiendo niimeros naturales en
forma estandar y expandida aproximando cantidades (...)". Este conocimiento matematico,
ademas, es fundamental para los aprendizajes relativos a orden y comparacién de nimeros
naturales, composicién y descomposicion de estos nimeros, asi como para la comprension
de las operaciones bésicas y sus algoritmos.

Es necesario que los estudiantes consoliden este aprendizaje para lograr objetivos
correspondientes a cursos posteriores como, por ejemplo, los OA de 7° y 8° basico
relacionados con las operaciones de nimeros enteros, calculos de porcentaje y expresion
de ntimeros naturales en notacién cientifica.
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1.1.2. Operaciones con nimeros naturales

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que evalian las
operaciones con nimeros naturales, una cantidad importante de los estudiantes atin no logra aplicar
correctamente los algoritmos de calculo en este conjunto numérico.

Se estima que uno de cada cuatro estudiantes de 4° basico, al restar dos nimeros naturales de mas de
una cifra, cometeria el error de no considerar cual es el minuendo y cudl es el sustraendo y restaria
siempre el digito menor al mayor en cada valor posicional (evitando, asi, los canjes).

Ejemplo 4. Pregunta de sustraccién con niimeros naturales

(Cudl es el resultado de la siguiente sustraccion?

431
— 183

e 352 Resta el digito menor al mayor en cada valor posicional, sin
considerar el minuendo v el sustraendo.

Q 248 Respuesta correcta.

Ademas, uno de cada seis estudiantes, al sumar o multiplicar nimeros naturales, no considera la
reserva.

Ejemplo 5. Pregunta de adicién con niimeros naturales

(Cudl es el resultado de la siguiente adicién?
245
+172

e 317 No considera la reserva.

Q 417 Respuesta correcta.
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Por ultimo, al dividir nimeros naturales, uno de cada cinco estudiantes de 4° basico procederia
a dividir la cifra con mayor valor posicional del dividendo por el divisor y a completar el cociente
copiando las cifras restantes del dividendo.

Ejemplo 6. Pregunta de divisién con nimeros naturales

(Cudl es el resultado de 84:2?

e 44 Divide la cifra con mayor valor posicional del dividendo por el divisor y
luego copia la cifra restante del dividendo.

Q 42 Respuesta correcta.

Informacién curricular

Las operaciones basicas se introducen en las Bases Curriculares desde 1° basico en el
OA 9: "Demostrar que comprenden la adicién y la sustraccion de nimeros del 0 al 20
progresivamente, de 0 a 5, de 6 a 10, de 11 a 20 con dos sumandos (...)". La comprension
de los algoritmos de calculo de las operaciones basicas se hace explicita en 2° basico en
el OA 9: "Demostrar que comprende la adicion y la sustraccién en el ambito del o al 100:
(...) aplicando el algoritmo de la adicién y la sustraccién sin considerar reserva (...)" y se
encuentra también presente de forma explicita en 3° y 4° basico.

La consolidacién de los algoritmos de célculo de las operaciones basicas constituye un
pilar fundamental para el aprendizaje de la matematica, ya que sienta las bases para
aprendizajes de cursos superiores. Por ejemplo, el aprendizaje de las operaciones basicas
en el conjunto de los nimeros enteros y el de los nimeros racionales que son OA de las
Bases Curriculares de 7° y 8° basico.

1.1.3. Fracciones

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que evaltian
la comprensién de las fracciones, una cantidad importante de los estudiantes ain no consolida la
comprension del significado de una fraccién.

Se estima que uno de cada ocho estudiantes de 4° basico, al representar de manera simbdlica una
fraccién que se encuentra dada de manera pictdrica, no comprenderia que la fraccién representa una
parte del todo e interpretaria el numerador como la parte pintada o considerada y el denominador
como lo que le falta a esa parte para completar el todo.
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Ejemplo 7. Pregunta de representacién grdfica de una fraccién

La siguiente figura estd dividida en partes iguales:

(Qué fraccion de la figura estd pintada de gris?

e 2 Identifica las partes pintadas de gris como numerador y las sin pintar
4 como denominador.
o <
s Respuesta correcta.

Ademas, uno de cada cuatro estudiantes muestra evidencia de no comprender la definicién de
numerador y de denominador en situaciones contextualizadas. El grupo de estudiantes que presenta
esa dificultad, al representar fracciones en el contexto de resolucién de problemas, asumiria que el
primer ntimero entregado corresponde siempre al numerador y el segundo siempre al denominador,
sin realizar un analisis de lo que cada ndmero representa en el contexto dado.

Ejemplo 8. Pregunta de representacién de fraccién en un contexto

Miguel tenia 12 huevos y us6 3 para hacer una tortilla.
(Qué fraccion del total de huevos que tenia usé Miguel?

e 12 Considera que el primer dato que aparece es el numerador y el
3 segundo, el denominador.
o
1 Respuesta correcta.
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Por dltimo, se estima que uno de cada cuatro estudiantes de 4° basico, al sumar y restar fracciones
representadas de manera simbdlica, operaria sin considerar las fracciones como un solo nimero
y realizaria un procedimiento que implica sumar o restar directamente los numeradores y los
denominadores respectivamente’.

Ejemplo 9. Pregunta de adicién de fracciones

. 5 3
' Cual es el resultado de — + —?
¢ 12712
e o Suma numerados con numerador y denominador con denominador sin
24 considerar la fracciéon como un solo numero.
o
1 Respuesta correcta.

Informacién curricular

Larepresentacién de fracciones aparece en las Bases Curriculares desde 3° basico en el OA 11:
"Demostrar que comprenden las fracciones de uso comun (...)". Por su parte, la adicién de
fracciones de igual numerador se incorpora en el OA 9 de 4° basico: ""Resolver adiciones y
sustracciones de fracciones con igual denominador (denominadores 100, 12, 10, 8, 6, 5, 4,
3, 2) de manera concreta y pictérica en el contexto de la resoluciéon de problemas'.

La comprensién de las fracciones es de gran relevancia, ya que constituye un aprendizaje
fundamental para lo que las Bases Curriculares proponen para cursos posteriores.
Por ejemplo, el OA 7 de 5° basico: "Demostrar que comprenden las fracciones propias
e impropias", el OA 9 de 5° basico: "Resolver adiciones y sustracciones con fracciones
propias con denominadores menores o iguales a12 (...)", el OA 10 de 5° basico: "Determinar
el decimal que corresponde a fracciones con denominador 2, 4, 5 y 10", el OA 2 de 7°
basico: "Explicar la multiplicaciéon y la divisién de fracciones positivas (...)", el OA 3 de 7°
basico: "Resolver problemas que involucren la multiplicacion y la division de fracciones
y de decimales positivos (...)" y de los OA de cursos superiores que involucran nimeros
racionales y niimeros reales.

Ademas, la comprension de las fracciones es fundamental para lograr los OA que se
relacionan con la comprensién del porcentaje (OA 4 de 7° bésico) y la comprensién de las
potencias de base racional y exponente entero (OA 2 de I medio).

t  Laproporcién de estudiantes que comete este error disminuye significativamente al resolver problemas contextualizados en
los que se puede recurrir a la representacién concreta o pictdrica de las fracciones.
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1.1.4. Recta numeérica

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que requieren la
comprension de las propiedades basicas de la recta numérica, una elevada cantidad de los estudiantes
no ha consolidado este aprendizaje.

Se estima que uno de cada dos estudiantes de 4° basico no consideraria que la distancia entre dos
numeros representados en la recta numeérica corresponde a los segmentos de la recta que los separan
y contaria las marcas de la recta (posicién en la que se encuentran los nimeros) para cuantificar la
distancia que hay entre los dos nimeros.

Ejemplo 10. Pregunta que requiere la comprension de la distancia en la recta numérica

Observa los puntos P y Q en la siguiente recta numérica:

0 1 2 3 4 5

»
!

P Q
6
(A cuantas unidades de distancia estan Py Q?

Cuenta las marcas de la recta numérica para determinar la distancia
e 5 entre dos numeros, sin considerar que la distancia corresponde a
segmentos de la recta.

Q 4 Respuesta correcta.

Informacion curricular

La recta numérica aparece de manera formal en las Bases Curriculares en el OA 3 de 3°
basico: ""Comparar y ordenar nimeros naturales hasta 1 000, utilizando la recta numérica
(.)" y en el OA 1 de 4° basico: "Representar y describir nimeros del 0 al 10 000". No
obstante, es un recurso didactico que puede utilizarse desde 1° basico para desarrollar el
conteo, el orden de nimeros, la representacion de las operaciones basicas, entre otros.

La comprensién de las propiedades basicas de la recta numérica corresponde a un
aprendizaje base para lograr aprendizajes de cursos posteriores, por ejemplo, el OA 5
de 6° basico: "Demostrar que comprenden las fracciones y los ndimeros mixtos: (...)
representando estos nimeros en la recta numérica", el OA 1 de 7° bésico: ""Mostrar que
comprenden la adicién y la sustracciéon de nimeros enteros: Representando los nimeros
enteros en la recta numérica (...)" v el OA2 de 8° basico: "Utilizar las operaciones de
multiplicacién y divisiéon con los nimeros racionales en el contexto de la resolucion de
problemas: Representandolos en la recta numérica (...)".
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1.2. Eje de patrones y algebra

La evidencia revisada muestra que los estudiantes de 4° basico cominmente presentan errores al
responder preguntas que requieren comprensién del significado de los simbolos > y <, y del uso del
signo = en el trabajo con ecuaciones. En la Tabla 1.3 se presenta un resumen del contenido de este
apartado.

Tabla1.3  Ejedepatronesy dlgebra. Resumen de aprendizajes involucrados en los errores de los estudiantes
de 4° bdsico en las pruebas Simce y TIMSS de Matemdtica

Subarea Ambitos de Errores especificos asociados a las respuestas
aprendizaje incorrectas
Ecuaciones e - comprensién del  resuelve las inecuaciones como si fueran ecuaciones;
Inecuaciones 51,gn1f1cado de los  interpreta el signo igual como un indicador del
simbolos >, <, =; resultado del problema y no como la relacién de
+ comprension del igualdad entre dos expresiones.
significado de la
ecuacion.

1.2.1. Ecuaciones e inecuaciones

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que evaliian la
resolucién de inecuaciones, se estima que uno de cada tres de ellos no ha consolidado la comprensién
de los simbolos >, < e =. En situaciones que requieren resolver inecuaciones, estos estudiantes
interpretarian el signo de desigualdad como si se tratara de un signo = y resolverian la inecuacién
como si fuera una ecuacion.

Ejemplo 11. Pregunta de resolver una inecuacién

Observa la inecuacion:

X+ 12<25

A continuacidn, escribe un valor que pueda tomar x para que se cumpla esa inecuacion.
e 13 Resuelve la inecuacién como si fuera una ecuacion.

Q Cualquier valor

Respuesta correcta.
menor que 13.
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Informacién curricular

La comprension de la igualdad y la desigualdad y del simbolo = se introducen en las Bases
Curriculares en el OA 12 de 1° bésico: "Describir y registrar la igualdad y la desigualdad
como equilibrio o desequilibrio, usando una balanza en forma concreta, pictérica y
simbodlica del o0 al 20, usando el simbolo igual (=)". La introduccién de los simbolos de
desigualdad (>, <) ocurre en 2° basico en el OA 13: "Demostrar, explicar y registrar la
igualdad y la desigualdad en forma concreta y pictdrica del o al 20, usando el simbolo igual
(=) y los simbolos no igual (>, <)". Ambos OA antes mencionados corresponden al primer
acercamiento hacia el aprendizaje de las inecuaciones que se formalizara en el OA 14
de 4° basico: "Resolver ecuaciones e inecuaciones de un paso que involucren adiciones y
sustracciones, comprobando los resultados de forma pictérica y simbdlica del o0 al 100 y
aplicando las relaciones inversas entre la adicién y sustraccion'.

La comprension de los simbolos =, >, < es fundamental para lograr los aprendizajes
relativos a inecuaciones de 4° basico y de cursos posteriores, por ejemplo, el OA 15 de 5°
basico: '""Resolver problemas usando ecuaciones e inecuaciones de un paso, que involucren
adiciones y sustracciones, en forma pictdrica y simbdlica", el OA 9 de 7° basico: ""Modelar
y resolver problemas de la vida diaria y de otras asignaturas que involucran ecuaciones
e inecuaciones lineales (...)" v el OA 9 de 8° basico: "Resolver inecuaciones lineales con
coeficientes racionales en el contexto de la resolucién de problemas (...)".

Ademas, de acuerdo con las respuestas entregadas por los estudiantes de 4° basico relativas a la
resolucion de ecuaciones, se estima que uno de cada nueve estudiantes no logra comprender lo que
significa una ecuacién. Estos estudiantes, al resolver ecuaciones, no interpretarfan la ecuacién como
una igualdad entre dos expresiones y considerarian que el signo = se aplica para indicar el resultado
del problema.

Ejemplo 12. Pregunta de resolver una ecuacion

Observa la siguiente ecuacion:
7T+x=15

(Qué valor debe tener x para que se cumpla esa ecuacién?

e 15 Interpreta que el signo igual se usa para indicar el resultado del
problema.
Q 8 Respuesta correcta.




Aprendiendo de los errores

Informacién curricular

Aligual que con las inecuaciones, el primer acercamiento a la comprension de la ecuacion y
del signo = se introduce en las Bases Curriculares de 1° basico. En 3° basico, se formaliza el
aprendizaje de las ecuaciones en el OA 13: "Resolver ecuaciones de un paso que involucren
adiciones y sustracciones y un simbolo geométrico que represente un nimero desconocido,
en forma pictorica y simbdlica del o al 100".

La comprensién del signo = y de lo que representa una ecuacion es fundamental para lograr
OA de cursos superiores relativos a ecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones lineales y
ecuaciones cuadraticas. Por ejemplo, el OA 15 de 5° bésico: ""Resolver problemas usando
ecuaciones e inecuaciones de un paso, que involucren adiciones y sustracciones, en forma
pictérica y simbdlica", el OA 9 de 7° basico: "Modelar y resolver problemas de la vida
diaria y de otras asignaturas que involucran ecuaciones e inecuaciones lineales (...)", el OA
4 de I medio: "Resolver sistemas de ecuaciones lineales (2x2) (...)" v el OA 4 de II medio:
"Resolver, de manera concreta, pictérica y simbélica o usando herramientas tecnolégicas,
ecuaciones cuadraticas (...)".
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1.3. Eje de geometria

La evidencia revisada muestra que los estudiantes de 4° basico cominmente presentan errores al
responder preguntas que requieren comprension de las piramides y manejo de la lateralidad. En la
Tabla 1.4 se presenta un resumen del contenido de este apartado.

Tabla 1.4  Eje de geometria. Resumen de aprendizajes involucrados en los errores de los estudiantes de
4° bdsico en las pruebas Simce y TIMSS de Matemdtica

Subarea Ambitos de Errores especificos asociados a las respuestas
aprendizaje incorrectas
Figuras 3D comprension de la identifica la representaciéon plana de una piramide
pirdmide. considerando solo las caras laterales y obviando la
forma de su base.
Localizacién manejo de confunde izquierda y derecha.

lateralidad.

1.2.1. Figuras 3D

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que evalian la
comprension de representaciones planas de figuras 3D, se estima que uno de cada cinco de ellos no
ha consolidado la identificacién de las caracteristicas principales de las pirdamides.

Estos estudiantes, al enfrentar preguntas en las que deben reconocer todas las caras, redes o vistas
de piramides dibujadas, consideran solo las formas de las caras laterales y no toman en cuenta la
forma de la cara basal.
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Ejemplo 13. Pregunta de reconocimiento de las caras de una pirdmide (caso a)

Observa todas las caras de una figura 3D:

AVAVAYA'

(Cudl es la figura 3D que tiene esas caras?

e Considera solo la forma de las caras laterales sin tomar en cuenta
la de la base.

Q Respuesta correcta.

Ejemplo 14. Pregunta de reconocimiento de las caras de una pirdmide (caso b)

(Cudles son todas las caras de esa figura 3D?

Considera solo la forma de las caras
Q laterales sin tomar en cuenta la de la
base.
Q /\ /\ /\ /\ Respuesta correcta.

Observa la siguiente figura 3D:
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Informacién curricular

La comprension de la relacién que existe entre figuras 3D y 2D se introduce en las Bases
Curriculares en 1° basico en el OA 14: "Identificar en el entorno figuras 3D y figuras 2D y
relacionarlas, usando material concreto'. La descripcion de figuras 3D se introduce en las
Bases Curriculares con el OA 16 de 3° basico: "Describir cubos, paralelepipedos, esferas,
conos, cilindros y piramides de acuerdo a la forma de sus caras y el nimero de aristas y
vértices".

Ser capaz de describir figuras 3D, incluyendo la piramide, es importante para lograr
algunos OA del eje de Geometria de cursos posteriores, por ejemplo, el OA 16 de 4° basico:
"Determinar las vistas de figuras 3D desde el frente, desde el lado y desde arriba", el OA 17
de 5° bésico: "Describir y dar ejemplos de aristas y caras de figuras 3Dy lados de figuras 2D
(...)". Ademas, se vincula con los OA de 8° bésico y I medio relativos a desarrollar férmulas
para encontrar el area de superficie de figuras 3D.
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1.3.2. Localizacion

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que evaliian la
descripcién de la posicién relativa de un objeto en un mapa, se estima que uno de cada cinco de ellos
no ha consolidado la lateralidad. Este grupo de estudiantes, frecuentemente, confundiria izquierda
con derecha.

Ejemplo 15. Pregunta de localizacién de un objeto a partir de referentes

En la sala de clases que se muestra en la siguiente imagen, las sillas tienen el nombre
de los y las estudiantes que se sientan en ellas:

Hugo

r—A

Natalia

(Quién se sienta a la izquierda de Natalia?

() Daniel Confunde izquierda con derecha.

Q Carmen Respuesta correcta.
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Informacién curricular

La descripcion de la posicion relativa de objetos y personas se introduce en las Bases
Curriculares en 1° basico en el OA 13: "Describir la posicion de objetos y personas con
relacién a si mismos y a otros objetos y personas, usando un lenguaje comun (como derecha
e izquierda)". Este aprendizaje progresa en el OA 14 de 2° basico: "Representar y describir
la posicién de objetos y personas con relacion a si mismos y otros objetos y personas,
incluyendo derecha e izquierda y usando material concreto y dibujos".

Haber consolidado la lateralidad es fundamental para el logro de los OA de cursos posteriores
relativos alalocalizacion de objetos, por ejemplo, el OA 14 de 3°basico: "Describir lalocalizacion
de un objeto en un mapa simple o en una cuadricula", el OA 15 de 4° basico: "Describir la
localizacién absoluta de un objeto en un mapa simple con coordenadas informales (por
ejemplo: con letras y nimeros) y la localizacién relativa con relacion a otros objetos'".

Ademas, el manejo de la lateralidad es importante para lograr los OA de cursos superiores
relativos a transformaciones isométricas y homotecias.
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1.4. Eje de medicidn

La evidencia revisada muestra que los estudiantes de 4° basico cominmente presentan errores al
responder preguntas que requieren haber consolidado la comprensiéon del perimetro, el volumen
y las unidades de tiempo. En la Tabla 1.5 se presenta un resumen del contenido de este apartado.

Tabla1.5  Ejede medicién. Resumen de aprendizajes involucrados en los errores de los estudiantes de 4.°
bdsico en las pruebas Simce y TIMSS de Matemdtica

Ambitos de

Subarea e
aprendizaje

Perimetro < comprension
perimetro.

Volumen - comprension de
volumen.

Tiempo  lectura de horasy
minutos en relojes
analogos;

- comprension de
las unidades de
tiempo.

1.4.1. Perimetro

Errores especificos asociados a las respuestas
incorrectas

- calcula el perimetro de un rectangulo sumando las
medidas dadas en 2 de sus lados (largo y ancho), sin
considerar que esta figura tiene 4 lados.

+ Calcula el volumen de una representacién 3D
contando solo los cubos visibles.

- lee de manera directa los ndmeros del reloj, sin
considerar la transformacién que se debe hacer
para los minutos;

- confunde el minutero con el horario;

¢ calcula unidades de tiempo considerando
equivalencias en base 10 (sistema de numeracién
decimal en vez de sexagesimal).

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que evaliian la
comprension del perimetro de figuras 2D, se estima que dos de cada siete de ellos no ha consolidado

la comprensién de este concepto.

Este grupo de estudiantes frecuentemente calcularia el perimetro de un rectangulo sumando las
medidas de su largo y su ancho sin considerar que el perimetro estd formado por cuatro lados.
Asimismo, calcularia el perimetro de un cuadrado en el que se le da la medida de uno de sus lados,

multiplicando esa medida por dos.
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Ejemplo 16. Pregunta de cdlculo del perimetro de un rectdngulo

El jardin rectangular de una casa tiene las siguientes medidas:

2 metros

6 metros

Se pondra una reja alrededor de ese jardin. ;Cudntos metros de reja se necesitan en
total?

Calcula perimetro de un rectdngulo sumando las medidas dadas en
e 8 metros 2 de sus lados (largo y ancho), sin considerar que esta figura tiene
4 lados.

& 16 metros Respuesta correcta.

Informacién curricular

La comprension del concepto de perimetro se introduce en las Bases Curriculares en el OA 21
de 3° basico: ""Demostrar que comprenden el perimetro de una figura regular e irregular (...)"

La comprension de este concepto es fundamental para el logro de algunos OA de cursos
posteriores de los ejes de Medicién y, posteriormente, de Geometria, por ejemplo, el OA 11
de 7° bésico: "Mostrar que comprenden el circulo: (...) estimando de manera intuitiva el
perimetro y el area de un circulo; aplicando las aproximaciones del perimetro y del area en
la resolucion de problemas geométricos de otras asignaturas y de la vida diaria; (...)", y el
OA 6 de I medio: "Desarrollar la férmula de los valores del area y del perimetro de sectores
y segmentos circulares, respectivamente, a partir de angulos centrales de 60°, 90°, 120° y
180°, por medio de representaciones concretas'.
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1.4.2. Volumen

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que evaliian la
comprensién del volumen de figuras 3D, se estima que uno de cada tres de ellos no ha consolidado
la comprensién de este concepto.

Este grupo de estudiantes, frecuentemente, al enfrentar una pregunta en la que se solicita calcular
el volumen de una figura 3D que estd formada por cubos unitarios, no consideraria todo el espacio
que ocupa la figura y contaria los cubos unitarios visibles o bien las caras cuadradas visibles.

Ejemplo 17. Pregunta de cdlculo del volumen de una figura 3D

La siguiente figura estd formada solo por cubitos como este: D

(Cuantos D tiene la figura anterior?

e 9 Cuenta los cubitos visibles.

(V] 14 Respuesta correcta.

Informacion curricular

Lacomprension del concepto de volumen de un cuerpo se introduce en las Bases Curriculares
en el OA 24 de 4° bésico: "Demostrar que comprenden el volumen de un cuerpo'.

La comprension de este concepto es fundamental para el logro de OA de cursos posteriores
relativos a volumen, por ejemplo, el OA 19 de 6° basico: "Calcular el volumen de cubos
y paralelepipedos, expresando el resultado en cm3, m? y mm3", el OA 11 de 8° basico:
"Desarrollar las féormulas para encontrar el area de superficies y el volumen de prismas
rectos con diferentes bases y cilindros (...)", el OA 7 de I medio: "Desarrollar las formulas
para encontrar el area de la superficie y el volumen del cono (...)" y el OA 7 de II medio:
"Desarrollar las formulas del area de la superficie y del volumen de la esfera (...)".
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1.4.3. Tiempo

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que evalian la
lectura de tiempo en relojes analogos, se estima que uno de cada cuatro de ellos no ha consolidado
este aprendizaje.

Este grupo de estudiantes, frecuentemente, haria una lectura directa de los nimeros representados
en el reloj andlogo (que se relacionan directamente con las horas) sin hacer correctamente la
transformacion a minutos requerida, o bien, confundiria el minutero con el horario.

Ejemplo 18. Pregunta de lectura de tiempo en un reloj andlogo

Héctor quiere ver una pelicula que comienza a la hora que indica el reloj:

(A qué hora comienza la pelicula?

e 3:02 Lee de manera directa los nimeros del reloj, sin considerar la
’ transformacion que se debe hacer para los minutos.

() 2:40 Confunde el minutero con el horario.

Q 8:10 Respuesta correcta.

Ademas, de acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que
requieren demostrar comprensiéon de la relacion entre las distintas unidades de tiempo, un nimero
importante de ellos no ha consolidado este aprendizaje.

Se estima que uno de cada siete estudiantes de 4° basico, al enfrentar situaciones en las que se requiere
realizar conversiones de unidades de tiempo, cometeria el error de considerar que las relaciones entre
esas unidades son analogas a las que se producen en el sistema de numeracién decimal y calcularia
considerando equivalencias en base 10.
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Ejemplo 19. Pregunta de transformacién de unidades de tiempo

Un partido de tenis dur6 3 horas y 20 minutos. {Cudntos minutos dur6 en total ese
partido de tenis?

e 320 Calcula unidades de tiempo considerando equivalencias en base 10
(sistema de numeracién decimal).

o 200 Respuesta correcta.

Informacién curricular

La medicion del tiempo es un aprendizaje que se introduce en las Bases Curriculares en 1°
basico. La lectura de horas y minutos se introduce en el OA 18 de 2° basico: "Leer horas y
medias horas en relojes digitales, en el contexto de la resolucién de problemas' y se retoma
en el OA 20 de 3° basico: "Leer y registrar el tiempo en horas, medias horas, cuartos de
hora y minutos en relojes analogos y digitales', en el OA 20 de 4° basico: "Leer y registrar
diversas mediciones del tiempo en relojes andlogos y digitales, usando los conceptos A.M.,
P.M. v 24 horas" y en el OA 21 de 4° basico: "Realizar conversiones entre unidades de
tiempo en el contexto de la resolucion de problemas (...)".

Comprender la transformacion que se debe hacer para leer los minutos en un reloj analogo
es un aprendizaje que podria servir de base para el logro de OA relativos a la comprension
del sistema de numeracién sexagesimal, el cual se usa en la medicién de dngulos desde
3° basico, pero que se introduce formalmente en el OA 20 de 6° basico: "Estimar y medir
angulos, usando el transportador y expresando las mediciones en grados', y cuyo uso se
mantiene hasta la Ensefianza Media como, por ejemplo, en el OA 6 de I medio: "Desarrollar
la féormula de los valores del area y del perimetro de sectores y segmentos circulares,
respectivamente, a partir de dngulos centrales de 60°, 90°, 120° y 180°, por medio de
representaciones concretas'.
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1.5. Eje de datos y probabilidades

La evidencia revisada muestra que los estudiantes de 4° basico cominmente presentan errores al
responder preguntas de lectura de pictogramas. En la Tabla 1.5 se presenta un resumen del contenido
de este apartado.

Tabla1.5  Eje de datos y probabilidades. Resumen de aprendizajes involucrados en los errores de los
estudiantes de 4° bdsico en las pruebas Simce y TIMSS de Matemdtica

Subarea Ambitos de Errores especificos asociados a las respuestas
aprendizaje incorrectas
Pictogramas  lectura de « lee pictogramas con escala considerando que cada
pictogramas. icono equivale a 1, sin tomar en cuenta la escala.

1.5.1. Pictogramas

De acuerdo con las respuestas entregadas por los estudiantes de 4° basico a preguntas que evaltian
la lectura de pictogramas, un numero importante de ellos no ha consolidado este aprendizaje.

Se estima que tres de cada siete estudiantes de 4° basico, al leer pictogramas con escala, haria una
lectura directa de ellos considerando que cada icono equivale a un objeto, sin tomar en cuenta la escala.
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Ejemplo 20. Pregunta de lectura de un pictograma

El siguiente pictograma muestra la cantidad de botellas plésticas que cada curso recicld
durante una campafia ecoldgica:

Botellas recicladas por cada curso

10
basico ‘.“.‘

20

basico ‘.“.“"‘.‘
30

ST

40

basico ‘.“.

.= 10 botellas

(Cuantas botellas plasticas recicl6 el 3° basico?

e 8 Lee el pictograma considerando que cada icono equivale a 1, sin tomar
en cuenta la escala.

o 80 Respuesta correcta.

Informacién curricular

La construccién, lectura e interpretacién de pictogramas se introduce en las Bases
Curriculares en el OA 20 de 1° basico: "Construir, leer e interpretar pictogramas" y la
lectura de pictogramas con escala se hace explicita por primera vez en el OA 22 de 2°
basico: "Construir, leer e interpretar pictogramas con escala y graficos de barra simple".

Aprender a mirar y aplicar la escala de un pictograma puede considerarse un aprendizaje
que facilita los relativos a la resolucién de problemas, ya que refuerza la necesidad de
fijarse en toda la informacion entregada en un problema antes de proceder a seleccionar
los datos y la estrategia que se usara para resolverlo. Ademas, favorece la interpretacion
entregada por otros graficos estadisticos que también usan escalas, como son los graficos
de barra simple, de barra doble y de linea y las nubes de puntos, los cuales se utilizan en
casi todos los grados de las Bases Curriculares (por ejemplo, OA 25 de 3° basico; OA 27 de
£4° basico; OA 26 de 5° basico; OA 24 de 6° basico; OA 16 de 7° basico; OA 16 de 8° basico;
OA 13 de I medio).
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1.6. Habilidad de resolver problemas

La evidencia revisada muestra que los estudiantes de 4° basico comUnmente presentan errores al
responder preguntas de resolucién de problemas, especificamente, en lo que se refiere a representar el
problema de manera matematica. En la Tabla 1.6 se presenta un resumen del contenido de este apartado.

Tabla1.6  Habilidad de preguntas de resolucién de problemas. Resumen de aprendizajes involucrados
en los errores de los estudiantes de 4° bdsico en las pruebas Simce y TIMSS de Matemdtica

Subarea Ambitos de Errores especificos asociados a las respuestas
aprendizaje incorrectas

Resolucién - representacion de © Se apoya en expresiones o conocimientos previos

de problemas un problema. estereotipados para determinar la operatoria o

estrategia que permite resolver un problema;

- no considera toda la informacién presentada en
el problema y opera o generaliza a partir de una
parte de los datos.

1.6.1. Resolucion de problemas

De acuerdo con las respuestas entregadas por estudiantes de 4° basico a preguntas que evaltian
la resolucion de problemas, un elevado nimero de ellos no ha consolidado este aprendizaje. Este
grupo de estudiantes, al enfrentar situaciones que involucran la resolucién de problemas, presenta
dificultades para representar matematicamente la situaciéon dada.

Se estima que uno de cada dos estudiantes de 4° basico (la mitad de ellos), al resolver problemas
rutinarios en los que se requiere seleccionar datos, organizar la informacién o establecer un
procedimiento adecuado, se apoyaria en expresiones o conocimientos previos estereotipados para
determinar la operacién o el procedimiento que permitiria resolver un problema.

Ejemplo 21. Pregunta de resolucién de problemas en la que se gufan por expresiones estereotipadas (caso a)

Sergio compré un cuaderno por $ 1 500 y una libreta que le costé $ 500 menos que
el cuaderno. ;Cudnto dinero gasté en total?

e $ 1000 Se guia por la expresion "menos" y realiza una sustraccion de los
numeros presentados.

e $2 000 1Se gu}'a por la expresic(')jn "en total" y realiza una adicién directa de
os numeros presentados.

Q $2 500 Respuesta correcta.
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Ejemplo 22. Pregunta de resolucién de problemas en la que se guian por expresiones estereotipadas (caso b)

Camila vende dulces.

El dia lunes junté $ 250 por las ventas.

El dia martes junté $ 100 menos que el dia lunes.
El dia miércoles junté $ 150 mas que el dia martes

(Cudnto dinero junté en total en los tres dias?

e $ 500 Se guia por la expresion "en total" y realiza una adicién directa de
los numeros presentados.

Se guia por las expresiones '""menos' v "mas" y resuelve restando la
® 300 g y y
segunda cantidad y sumando la tercera.

Q $ 700 Respuesta correcta.

*: Este ejemplo corresponde a una pregunta aplicada en la prueba Simce para la cual no se presento este error como

alternativa.

En cuanto a la resolucién de problemas rutinarios en los que los datos, los conceptos y la operacién a
utilizar se presentan de forma directa, uno de cada cinco estudiantes cometeria este error al guiarse por
expresiones estereotipadas para determinar la operacion o el procedimiento que permitiria resolverlos.

Ejemplo 23. Pregunta de resolucién de problemas en la que se guian por expresiones estereotipadas (caso c)

René tiene 8 cajas con 6 l4pices cada una. ;Cudntos ldpices tiene en total?

e 14 Se guia por la expresion "en total" y realiza una adicién de los
nimeros presentados.

Q 48 Respuesta correcta.

Al resolver problemas, también se observa que uno de cada dos estudiantes de 4° basico tenderia a
no considerar toda la informacién presentada en el problema e idearia una solucién transfiriendo
experiencias previas que no necesariamente se aplican al problema si se considera toda la informacion
que contiene.
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Ejemplo 24. Pregunta de resolucién de problemas en las que transfieren experiencias previas

En el siguiente grafico se muestran los lugares preferidos por los nifios de un curso
para ir de paseo:

Lugares preferidos por los nifios de un curso
Cantidad
de nifios
A
0! ] - preferidos
Museo Cine Parque Estadio

Si 10 nifios prefieren ir al cine, ;/cuédntos nifios prefieren ir al estadio?

Identifica la barra que representa la cantidad de nifios que prefieren ir al
e 9 cineyla que representa a los que prefieren ir al estadio, pero no considera

la escala del grafico y asume que cada linea horizontal representa un

aumento de una unidad y que, por lo tanto, la respuesta es 10 —1.

Considera solo la barra que representa la cantidad de nifios que prefieren
e 4 ir al estadio y realiza una lectura que ignora la inforr{lacién sobre la
escala entregada en el enunciado y asume que cada linea horizontal
representa un aumento de una unidad y que, por tanto, la respuesta es 4.

(] 8 Respuesta correcta.

Ademas, uno de cada tres estudiantes tiende a no considerar el problema en su totalidad y a generalizar
una solucién que se aplica a una parte de los datos.
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Ejemplo 25. Pregunta de resolucién de problemas en la que generalizan a partir de informacién parcial

En la siguiente secuencia, cada niimero se forma multiplicando el nimero anterior
siempre por un mismo nimero:

(3 [ 6 |w[ 12 w{ jw| 48 |

(Qué niimero va en D ?

e 15 Solo considera una relacién aditiva entre los nimeros 3y 6 (6 =3 + 3)y
la generaliza a la relacién entre el nimero 12 y el nimero desconocido.

Solo considera una relacién aditiva entre los numeros 6 y 12

e 18 (12 = 6 + 6) y la generaliza a la relacion entre el nimero 12 y el nimero
desconocido.
(V] 24 Respuesta correcta.

Informacién curricular

Las Bases Curriculares de matematica proponen, desde 1° basico, el desarrollo de 4
habilidades: Representar, Modelar, Argumentar y comunicar y Resolver problemas, las
que se interrelacionan y permiten la aplicacién de los conceptos aprendidos en diversos
contextos y situaciones y la integracion de estos con los conocimientos previos y del mundo
que poseen los estudiantes.

Las Bases Curriculares consideran la resolucion de problemas como el foco de la enseflanza
de la matematica, ya que busca promover el desarrollo de formas de pensamiento y de
accion que posibiliten a los estudiantes procesar informacion proveniente de la realidad y
asi profundizar la comprension de la disciplina y de los conceptos aprendidos.

Ademas, plantean que esta habilidad debe ser desarrollada en una diversidad de contextos
que propongan distintos desafios cognitivos para los estudiantes. Se considera que se debe
enfrentar a los estudiantes a problemas rutinarios y no rutinarios que les den la oportunidad
de construir la matematica desde lo mas simple a lo mas complejo, creando y probando
estrategias que les permitan encontrar respuesta a la incégnita planteada, representando
y modelando situaciones en lenguaje algebraico, comprobando la pertinencia de sus
resultados y creando nuevos problemas.

En este sentido, guiarse por expresiones o conocimientos previos estereotipados, transferir
experiencias previas sin evaluar su pertinencia para resolver un determinado problema y
hacer generalizaciones a partir de informacién parcial y sin comprobarlas; son practicas
contrarias a lo que proponen las Bases Curriculares. Los docentes deben identificar los
errores recurrentes y disefiar estrategias didacticas para que sus estudiantes reconozcan
las fallas de tales practicas y las conclusiones erréneas a las que conducen.
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Capitulo 2. Analisis de errores y recomendaciones para la reflexién pedagdgica

En el capitulo anterior se identificaron errores en los diferentes Ejes tematicos planteados en las
Bases Curriculares y en la habilidad Resolver problemas. En este capitulo se analizaran algunos de
esos errores y se entregaran recomendaciones para la reflexién pedagdégica sobre cémo se puede
abordar el proceso de enseflanza y aprendizaje para evitar que estos errores se produzcan.

Los errores que se abordan en este capitulo se encuentran organizados en cuatro lineas:
2.1. Desarrollo de la habilidad de resolucién de problemas.

2.2. Comprensién de los nimeros naturales y las operaciones basicas.

2.3. Comprension de las fracciones y su representacion.

2.4. Comprensién de ecuaciones e inecuaciones.

La eleccién de estas lineas en particular obedece a que para ellas se cuenta con una cantidad y
variedad de ejemplos que facilitan la identificacién de temas que se pueden analizar para promover
la reflexién pedagdgica.

Se espera que el trabajo que se presenta en este capitulo sirva de modelo para que los docentes puedan
analizar los errores expuestos y abordados en el capitulo 1y otros que puedan cometer sus estudiantes.
Ademas, se espera que los ejemplos presentados en este capitulo sirvan de modelo para la reflexiéon
pedagdgica que pueden hacer los docentes al identificar los errores que presentan sus estudiantes.
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2.1. Desarrollo de la habilidad de resolucion de problemas

La resolucién de problemas es una de las cuatro habilidades planteadas en las Bases Curriculares. Esta
juega un papel preponderante por sus innumerables aplicaciones, tanto en el ambito escolar como
en la vida cotidiana. Enfrentar situaciones que requieren resolver problemas estimula la aplicacion
de habilidades del pensamiento como analizar, crear, evaluar, contrastar, comprobar, etc.

Aprender a resolver problemas aplicando los conocimientos matematicos de cada curso implica
que los estudiantes deben poner en juego variadas habilidades como, por ejemplo, comprender el
enunciado, analizar la informacién disponible, seleccionar la informacién requerida, representar o
modelar la situacion presentada, disefiar una estrategia de solucién, desarrollar los procedimientos
correspondientes, interpretar y validar las soluciones obtenidas, comunicar resultados, etc. Resolver
problemas y tener que aplicar estas habilidades, favorece el desarrollo del pensamiento y la capacidad
de transferir el conocimiento a nuevos contextos.

En la resolucién de problemas, cada situacién es Unica y tiene sus propios matices y, por lo tanto, no
existen procedimientos validos que puedan aplicarse de manera mecanica a todas para abordarlas con
éxito. Sin embargo, es posible sefialar algunos pasos que pueden ayudar a enfrentar cada situacién
particular, los que se describen a continuacion.

B Pasos en la resolucion de problemas
1. Comprension del problema

El primer paso para la resolucion de un problema es reconocer la pregunta a la que se debe dar
respuesta y los datos que se disponen para ello. Es decir, que los estudiantes comprendan lo que se
les esta preguntando y discriminen claramente entre la informacién disponible y la informacién
que se debe usar para llegar a la solucion.

2. Representacion de la situacion concreta en lenguaje matematico (modelamiento de la situacion)

El segundo paso corresponde a un analisis de la informacién conocida, de las herramientas
matematicas con las que se dispone y de las experiencias previas relacionadas con el problema
planteado para, basandose en estos antecedentes, disefiar una estrategia de resoluciéon que
implique expresar la situaciéon concreta en un lenguaje matematico. En la mayoria de los
problemas que se plantean, tanto en educacién basica como en educacién media, dicho lenguaje
se refiere al uso de herramientas como, por ejemplo, propiedades de los ndimeros, operaciones
bésicas o ecuaciones algebraicas. De esta forma, el problema del mundo real se transforma en
un problema de caracter matematico.

3. Resolucion del problema matematico

El tercer paso corresponde a la resolucién del problema matematico, empleando las herramientas
matematicas que estan implicitas en él. Por ejemplo, desarrollar los procedimientos de calculo que
corresponda, resolver la o las ecuaciones planteadas, aplicar los teoremas que sean pertinentes,
etc. En este paso se llega a una solucién matematica del problema planteado.
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4. Interpretacion y evaluacion de resultados

El tltimo paso corresponde a interpretar la soluciéon matematica vinculandola con el contexto
en que surgio el problema y evaluar su consistencia.

B Consideraciones respecto de los pasos para resolver problemas

Sibien los pasos descritos anteriormente se aplican a la resolucién de problemas en todos los niveles
educativos, es importante tener algunas consideraciones sobre c6mo estos pueden abordarse en los
primeros cursos de la educacién basica.

Al trabajar la resolucién de problemas en estos cursos, se sugiere que en el paso “Comprension del
problema” se cautele que los estudiantes hayan comprendido exactamente de qué trata el mismo; para
ello, se recomienda que lean y repitan el enunciado, lo parafraseen, lo comuniquen con sus propias
palabras, que subrayen informacion relevante, separen sus partes, identifiquen qué informacién
proporciona el problema y qué informacion pide, es decir, que distingan claramente qué es lo que se
les pregunta, cual es la informacién que les dan y cudl es la informacién que necesitan. Si este primer
paso no esta logrado, los estudiantes dificilmente podran llegar a plantear y resolver el problema.

En lo que respecta al paso “Representacion de la situacién concreta en lenguaje matematico”, este
requiere establecer relaciones entre la informacién presentada en el problema y el significado de
las operaciones y, a partir de ello, tomar decisiones que permitan visualizar la situacién en forma
simbdlica. Implica decidir cémo organizar los datos, qué férmulas, operaciones, graficos o esquemas
pueden representar la situacién para crear un plan que permita resolver el problema. Se trata de un
proceso que depende mucho de las formas de razonamiento de los estudiantes, de sus experiencias
previas y de la naturaleza de la situacién propiamente tal. Generalmente, hay varias maneras (o
mas de una) de resolver un mismo problema correctamente, se sugiere que el docente enfatice que
no existe una Unica manera de llegar a la solucién de los problemas y que promueva la busqueda de
estrategias alternativas para resolverlos.

En esta etapa de representacion matematica del problema es cuando los estudiantes presentan las
mayores dificultades, ya que deben tomar decisiones de acuerdo con su interpretacion del problema
y con las herramientas con las que cuentan. Por esto, se sugiere que los docentes se detengan en
este punto. Se recomienda que, una vez que los estudiantes hayan comprendido el problema, los
docentes los guien en la bisqueda de las estrategias de resolucién. Para ello, se sugiere que les hagan
preguntas del tipo: Jcomo puede resolverse el problema?, ;qué operaciones les pueden ayudar para
resolverlo?; que incentiven a los estudiantes a compartir sus estrategias y explicar como llegaron
a ellas; y que los ayuden a analizar si las estrategias les permitiran llegar a la respuesta, aceptando
diferentes propuestas, poniéndolas en practica y discutiendo los pro y los contra de cada una de ellas.

En cuanto al paso “Resolucién del problema matematico”, se recomienda cautelar que los estudiantes
apliquen correctamente las operaciones y propiedades correspondientes a la representacion
matematica o modelamiento de la situacién planteada; que no pierdan de vista qué representa el
procedimiento que estan aplicando y sean capaces de explicarlo, y que tengan en cuenta como se
relaciona ese procedimiento con la situacién. Este paso concluye con la determinacién de una solucién
matematica al problema planteado.
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El dltimo paso, “Interpretacion y evaluacién de resultados obtenidos”, es una de las etapas
determinantes del proceso de resolucién de problemas, ya que es aqui cuando se hace necesario
evaluar si el resultado obtenido tiene sentido dentro del contexto planteado; es decir, si efectivamente
responde la pregunta. Muchos estudiantes cometen el error de dar por terminada la tarea de resolver
un problema una vez que han obtenido la solucién matematica la que, en algunos casos, puede no
responder directamente a la situacién planteada.

Para esta etapa de interpretacién y evaluacion es fundamental que los estudiantes realicen actividades
tendientes a identificar cudl es la interpretacion correcta de un resultado obtenido. Deben ser capaces
de responder preguntas tales como: ¢qué significa que el resultado sea tal o cual?; tiene sentido el
resultado obtenido dentro del contexto de la situacién planteada?; ¢soluciono el problema con esta
respuesta?; si resuelvo el problema utilizando otra estrategia, ¢llegaré al mismo resultado?

Asi también, es necesario que tomen conciencia de que esta etapa del proceso es tan importante
como las anteriores, pues si no se realiza, no se puede estar seguro de que el problema ha sido
resuelto. También se sugiere que, una vez resuelto el problema, los estudiantes puedan comunicar
sus procedimientos, explicarlos e interpretar los resultados.

B Consideraciones generales para abordar el desarrollo de la habilidad de resolucion
de problemas

A continuacién, se presentan algunos aspectos que es conveniente considerar en el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la resolucién de problemas.

El desarrollo de la capacidad para resolver problemas haciendo uso de herramientas matematicas debe
realizarse de forma sistemética y paulatina, de modo que todos los estudiantes logren la asimilacién
y dominio de las habilidades correspondientes. Se trata, asimismo, de un proceso largo que se debe
desarrollar desde los primeros niveles del sistema escolar. En tal sentido, el trabajo coordinado entre
los docentes de los diferentes cursos y ciclos en torno a cdmo abordar el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la resolucién de problemas puede favorecer el desarrollo de esta habilidad que va mas
alla de su aplicacién en Matematica.

Al iniciar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la resolucién de problemas concretos, se
recomienda plantear problemas simples. Ademas, se sugiere presentarlos a través de dramatizaciones,
diagramas o dibujos referidos a la situacién problematica planteada y resolverlos de manera grupal,
destacando uno a uno los pasos que se estan realizando.

Posteriormente, se sugiere utilizar diversas formas de trabajo, por ejemplo, acompafiar a los estudiantes
mientras resuelven un problema, hacer que trabajen en grupo o en forma individual para encontrar
la solucién. Cualquiera sea la forma que se utilice, es fundamental hacer hincapié en los pasos que
se realizaron para lograr el resultado final.

En aquellos casos en los que se presenten los problemas en forma escrita, se sugiere tomar en
consideraciéon que la comprensién lectora se transforma en un requisito indispensable para su
resolucion. Si los estudiantes presentan dificultades de comprension lectora, se recomienda apoyarse
en otros medios para plantear los problemas; por ejemplo, narraciones, dibujos o diagramas.
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Ademas, se sugiere que durante el proceso de ensefianza y aprendizaje de la resolucion de problemas
se propongan situaciones variadas, cuyo objetivo no se limite a ejercitar un determinado procedimiento
de calculo, sino que estén orientadas a desarrollar cada una de las etapas anteriormente sefialadas.

Luego de que los estudiantes han internalizado que la resolucién de problemas requiere la realizacién
de los pasos mencionados anteriormente, podran poco a poco encontrar su propia forma de enfrentar
situaciones problematicas. En tal sentido, se sugiere proporcionar instancias en las cuales, enfrentados
a un problema especifico, tengan la posibilidad de dialogar: discutir acerca de las estrategias a utilizar
para resolverlo y de la interpretaciéon que habria que dar a los resultados obtenidos. Para esto son
especialmente utiles los problemas que pueden resolverse de mas de una forma, otorgando libertad
para que cada estudiante desarrolle su propia solucién.

En relacién con los tipos de problemas que es conveniente presentar en cada uno de los niveles de
ensefianza, se sugiere que en lo posible estén acordes a los intereses y capacidades de los estudiantes,
que consideren temdticas variadas, que constituyan un desafio para los estudiantes y que su solucién
implique adquirir nuevos conocimientos, ya sea acerca de si mismos, de su entorno o del mundo
en general.

Por ultimo, es conveniente subrayar que enfrentarse a una situacion problematica y poder darle
solucién conduce a un estado de satisfaccién, aprecio y valoracién por lo que se es capaz de hacer,
que eleva la autoestima y favorece el desarrollo emocional, factor fundamental para impulsar y
fortalecer la motivacién por seguir aprendiendo. Por esto, se recomienda trabajar la resolucién de
problemas con un enfoque en el cual los errores se consideren oportunidades para reflexionar y
aprender. Esto implica un acompariamiento de los estudiantes en el proceso y la incorporacién de
instancias de conversacion.
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Ejemplos de errores asociados
a la habilidad de resolver problemas

Ejemplos de errores en los que los estudiantes
se guian por el uso de expresiones estereotipadas

Ejemplo 21. Pregunta de resolucién de problemas en la que se guian por expresiones estereotipadas (caso a)

Sergio compré un cuaderno por $ 1 500 y una libreta que le costé $ 500 menos que
el cuaderno. ;Cudnto dinero gasté en total?

e $ 1000 Se guia por la expresion "menos'" y realiza una sustraccién de los
ndmeros presentados.

® $2000 Se guia por la expresion "en total" y realiza una adicién directa de
los nimeros presentados.

0 $2500 Respuesta correcta.

Ejemplo 23. Pregunta de resolucién de problemas en la que se guian por expresiones estereotipadas (caso c)

René tiene 8 cajas con 6 lapices cada una. ;Cudntos lapices tiene en total?

° 14 Se guia por la expresion "en total" y realiza una adicién de los
ntmeros presentados.

Q 48 Respuesta correcta.

Los errores que cometen los estudiantes al responder las preguntas de los ejemplos 21y 23 tienen en
comun que, en vez de dar respuesta a la situacion que se les esta preguntando, llegan a una solucién
que puede atribuirse a la aplicacién de una regla memoristica sin verificar si es pertinente en el
contexto del problema. Este tipo de error se asocia a dificultades en el primer paso de la resolucion
de problemas.

El ejemplo 21 plantea una situacién en la cual se pide determinar la cantidad total de dinero que
gasto Sergio. La dificultad de este problema esta dada porque los valores parciales que gasté no se
presentan de forma directa. Estos valores estan dados por una relacién entre ambos (la libreta costd
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$500 menos que el cuaderno) y, por tanto, se requiere hacer calculos intermedios (determinar el
valor de la libreta) antes de poder sumar ambas cantidades.

La situacion presenta una dificultad adicional dada por la presencia de expresiones o marcas textuales
“estereotipadas” que generalmente se asocian de manera mecdnica a ciertas operaciones basicas. En
este caso, la expresion “menos” es comunmente asociada a la sustraccién y la expresién “en total”
es usualmente asociada a la adicién.

El ejemplo 23 corresponde a una situacién tipica de multiplicacién, sin embargo, una cantidad
importante de estudiantes la resuelve a través de una adicién. Esto podria explicarse por la presencia
de la expresién “en total” que suele asociarse de manera estereotipada a la adicién.

En ambos ejemplos, las expresiones estereotipadas se convierten en marcas textuales potentes que,
si no son analizadas en el contexto, pueden inducir a los estudiantes a cometer esos errores.

Recomendaciones pedagogicas

Comprension de que cada problema es tinico y no existen recetas

Para evitar que los estudiantes cometan el tipo de errores presentes en los dos ejemplos anteriores,
se sugiere enfrentarlos a diferentes situaciones en las que una misma expresién o marca textual
tenga significados distintos. Se recomienda hacer que los estudiantes representen estas situaciones
a través de dibujos, dramatizaciones, metaforas, etc. y guiarlos para que deduzcan el significado
de cada caso y lo distingan del significado de las otras. Ademas, se sugiere que se hagan preguntas
guiadas que conduzcan a que los estudiantes concluyan que no existen recetas, sino que se debe
analizar cada situacién en forma particular.

Analizar el enunciado de manera sistematica

Muchas veces los enunciados de los problemas no se encuentran presentados de manera directa
y requieren seleccionar o reorganizar informacién, tal como ocurre en el ejemplo 21. Para que los
estudiantes puedan abordar este tipo de problemas, es importante que los docentes les ensefien a
leer y analizar los enunciados de manera sistematica para identificar la informacién que entregan
y como la entregan.

En el ejemplo 21 es fundamental que los estudiantes se den cuenta de que el enunciado consta de
varias partes, que cada una de esas partes aporta una informacién diferente, y que de esa informacion
se puede obtener nueva informacién. Ademas, es importante que tengan claridad respecto de qué se
esta preguntando y qué informacién se necesita para responder esa pregunta; en este caso se necesita
conocer cuanto costé cada producto.

Se propone que los docentes ensefien a los estudiantes a identificar la pregunta y la informacién
que se necesita conocer para responderla. En el caso de la pregunta del ejemplo 21 se puede guiar a
los estudiantes con preguntas del tipo: ¢qué se quiere saber?, (qué informacién necesito para poder
saberlo?
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En el caso del problema del ejemplo 21, se necesita conocer cuanto costé el cuaderno y cuanto costo
la libreta. El enunciado dice explicitamente cuanto costo el cuaderno ($1 500); sin embargo, el costo
de la libreta no esta dado de manera directa, sino en relacién con el valor del cuaderno ($500 menos
que el cuaderno). Se sugiere que los docentes guien a los estudiantes para que se den cuenta de que
este problema se puede dividir en dos partes: una primera en la que se debe determinar cuanto costo
la libreta y una segunda en la que, sabiendo cuanto costé la libreta, se debe calcular cuanto costaron
los dos productos en conjunto. Ademas, se recomienda que se incentive a los estudiantes a representar
el problema, compartir sus representaciones y explicar como llegaron a ellas.

Se recomienda reforzar este tipo de problemas con variados ejemplos de distinta naturaleza y
analizando cada situacién en profundidad. Se sugiere que, para ello, se dé espacio a los estudiantes
para que expongan sus puntos de vista, expliquen lo que entienden, consulten y superen sus dudas. Por
ultimo, es importante que los docentes eviten que sus estudiantes busquen y utilicen procedimientos
mecanicos y automatizados para la resolucién de problemas y refuercen la necesidad de analizar
cada problema en si mismo para encontrar el procedimiento que sirva para resolverlo.

Aprender del error

Es frecuente que los estudiantes memoricen estrategias y las apliquen directamente a las situaciones
que enfrentan sin detenerse a analizar su pertinencia. Cuando esto ocurra, se sugiere que los
docentes intenten comprender por qué los estudiantes llegaron al resultado incorrecto y cuales son
las claves textuales que usaron para guiarse. Esto puede darse por diversos motivos que van desde
que se apresuraron y no leyeron detenidamente el enunciado, hasta que estén asociando de manera
consciente y sistematica ciertas expresiones con ciertas operaciones.

Ademas, se sugiere que los docentes, a través de preguntas guiadas, ayuden a que los estudiantes
se den cuenta de que cada problema es Unico y que siempre que se llegue a un resultado, se debe
evaluar su pertinencia.
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Ejemplo de error en el que los estudiantes
transfieren experiencias o conocimientos previos

Ejemplo 24. Pregunta de resolucién de problemas en las que transfieren experiencias previas

En el siguiente grafico se muestran los lugares preferidos por los nifios de un curso
para ir de paseo:

Lugares preferidos por los nifios de un curso
Cantidad
de nifios
A
Lugares
0 ) ) preferidos
Museo Cine Parque Estadio

Si 10 nifios prefieren ir al cine, ;cudntos nifios prefieren ir al estadio?

Identifica la barra que representa la cantidad de nifios que prefieren ir al
e 9 ciney la que representa a los que prefieren ir al estadio, pero no considera

la escala del grafico y asume que cada linea horizontal representa un

aumento de una unidad y que, por lo tanto, la respuesta es 10 —1.

Considera solo la barra que representa la cantidad de nifios que prefieren
e 4 ir al estadio y realiza una lectura que ignora la informacién sobre la
escala entregada en el enunciado y asume que cada linea horizontal
representa un aumento de una unidad y que, por tanto, la respuesta es 4.

Q 8 Respuesta correcta.
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En la pregunta del ejemplo 24 se presenta un problema que requiere interpretar la escala utilizada en
un grafico de barras. Especificamente, requiere determinar el valor de una de las barras del grafico
relacionando informacién que se entrega de manera explicita (la cantidad de nifios que prefieren ir
al cine) con conocimientos sobre lectura de graficos (como se leen las escalas de los graficos).

Para responder correctamente esta pregunta, los estudiantes deben saber que en un grafico los
valores de la escala se presentan en intervalos de igual magnitud (que pueden ser de 1 en 1; 2 en 2;
3 en 3; etc.), por lo que es importante fijarse bien en la magnitud de intervalo en que se encuentran.

Si los estudiantes no consideran esta informacién, pueden cometer el error de asumir que los
intervalos son de 1 en 1y operar de acuerdo con ello. Esto puede estar relacionado con transferir
una experiencia previa (la lectura de graficos cuya escala esta en intervalos de una unidad) a una
situacion, sin verificar su pertinencia.

Recomendaciones pedagogicas

Reforzar la idea de que antes de generalizar se debe evaluar la pertinencia de hacerlo

La habilidad de transferir conocimientos o procedimientos aprendidos previamente a situaciones
novedosas para poder resolverlas es fundamental en la matematica y en la vida en general. Se trata
de una habilidad compleja ya que requiere, por una parte, hacer generalizaciones y, por otra, evaluar
si esas generalizaciones se aplican o no a la nueva situacion. Se sugiere que los docentes la aborden
de manera sistematica y transversal, de manera que los estudiantes la adquieran y la puedan aplicar.

Para que no se produzcan situaciones como la del ejemplo 24, se sugiere que los docentes acompatien
a sus estudiantes en los procesos de transferencia de conocimientos, de manera que puedan reforzar
que antes de transferir siempre se debe evaluar la pertinencia de hacerlo.

Para ello, se recomienda partir por situaciones en las que los aprendizajes iniciales son transferibles
a situaciones nuevas. Por ejemplo, dado que el aprendizaje de la estructura de los ndmeros naturales
se puede transferir a ambitos numéricos cada vez mas grandes, un docente podria pedir a sus
estudiantes hipotetizar respecto de como se descompondria un nimero natural que esta fuera del
ambito numérico estudiado. A partir de ello, se sugiere guiarlos para evaluar si esta transferencia
es pertinente y por qué lo es.

Posteriormente, se sugiere presentar situaciones en la que los aprendizajes previos no son trasferibles
de manera directa. Por ejemplo, presentar una situacién que requiera sumar fracciones de igual
denominador. Al sumar dos nimeros naturales se busca conocer la cantidad total que se obtiene
al juntar las cantidades parciales, en el caso de las fracciones, se busca conocer la parte total del
todo que se obtiene al juntar las partes parciales. Se recomienda que los docentes presenten estas
situaciones y les pidan a sus estudiantes que las analicen utilizando material concreto de manera
que se den cuenta de que los significados cambian y que, por tanto, los aprendizajes no pueden
ser transferidos de manera directa. En el caso del ejemplo de adicién de fracciones, los docentes
pueden guiar la discusién con preguntas del tipo: “Al sumar nimeros naturales, se suman unidades
con unidades, decenas con decenas, etc., ¢qué creen que hay que hacer para sumar fracciones?”,
“usemos el material concreto para verificar si eso que proponen resulta, ¢por qué creen ustedes que

s
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no result6?” Una vez que los estudiantes hayan probado su estrategia, se les puede mostrar cdmo
resolver la adicién y hacerlos reflexionar respecto de qué diferencias y similitudes se observan con
relacién a como se realiza la adicién en los naturales. Es importante que los docentes expliciten que
hay elementos que se transfieren y otros que cambian y que es importante siempre evaluar si la
trasferencia es o no pertinente.

Aprender del erroxr

Cuando se produzca este tipo de error, se recomienda que los docentes indaguen por qué los estudiantes
llegan a un resultado incorrecto e identifiquen los supuestos sobre los que se basan los errores. Se
sugiere que se converse con los estudiantes acerca de estos supuestos, su origen y se les propongan
ejemplos de situaciones en las que no se cumplen, de manera que puedan corregirlos al darse cuenta
de que no se aplican en todos los contextos.

En el ejemplo 24 es posible que los estudiantes que cometen este error estén acostumbrados a leer
gréficos con escalas unitarias y que, de ello, hayan generalizado que: todos los gréficos tienen una
escala unitaria, la estrategia para leer una barra es agregar una unidad por cada linea horizontal y
la estrategia para leer una barra, en relacién con otra, es agregar o quitar una unidad por cada linea
horizontal. Al comprender los supuestos de los estudiantes, los docentes pueden generar estrategias
para corregirlos. En este caso particular, pueden presentar diferentes tipos de graficos y orientar a
los estudiantes para que se den cuenta de que el supuesto de aumentar de uno en uno no siempre se
cumple por lo que es necesario que antes de leer un grafico se fijen en su escala.
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Ejemplos de errores en los que los estudiantes omiten informacion relevante

Ejemplo 25. Pregunta de resolucién de problemas en la que generalizan a partir de informacioén parcial

En la siguiente secuencia, cada nimero se forma multiplicando el nlimero anterior
siempre por un mismo nimero:

L3 w[ 6 w12 w[ w4

(Qué niimero va en S ?

e 15 Solo considera una relacién aditiva entre los nimeros 3y 6 (6 =3 + 3)y
la generaliza a la relacién entre el nimero 12 y el nimero desconocido.

Solo considera una relacién aditiva entre los ndmeros 6 y 12

° 18 (12 = 6 + 6) y la generaliza a la relacién entre el nimero 12 y el nimero
desconocido.
Q 24 Respuesta correcta.

Ejemplo 16. Pregunta de cdlculo del perimetro de un rectdngulo

El jardin rectangular de una casa tiene las siguientes medidas:

2 metros

-~
v

6 metros

Se pondra una reja alrededor de ese jardin. ;Cuédntos metros de reja se necesitan en
total?

Calcula perimetro de un rectdngulo sumando las medidas dadas en
Q 8 metros 2 de sus lados (largo y ancho), sin considerar que esta figura tiene
4 lados.

Q 16 metros Respuesta correcta.
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Ejemplo 20. Pregunta de lectura de un pictograma

El siguiente pictograma muestra la cantidad de botellas plésticas que cada curso reciclé
durante una campafia ecoldgica:

Botellas recicladas por cada curso

Y YYYYY
bdsico EE EEEN

2 |(AAAdAAAAAAALAAIAL
basico | E N EEEEEEEEEN

S YYYYYYY
basico | EE EEEEEN

I YYYY
basico |H m H m =

T 10 botellas

(Cuantas botellas plésticas recicl6 el 3° basico?

Q 8 Lee el pictograma considerando que cada icono equivale a 1, sin tomar
en cuenta la escala.

(V] 80 Respuesta correcta.

Los errores que cometen los estudiantes al responder las preguntas de los ejemplos 25, 16 y 20 tienen
en comun el que omiten informacion relevante para la resolucién del problema. Este tipo de error
se asocia a dificultades en el primer paso de la resolucién de problemas.

En la pregunta del ejemplo 25 se presenta un problema que requiere encontrar un término desconocido
de una secuencia numérica a partir de un enunciado que entrega pistas sobre la regla que se debe
aplicar para obtener cada término (multiplicar el nimero anterior siempre por un mismo namero).

Si los estudiantes toman en cuenta lo planteado en el encabezado, pueden resolver el problema
de manera directa usando dos términos consecutivos de la secuencia para obtener el nimero por
el que hay que multiplicar el nimero anterior. El porcentaje de error asociado a esta pregunta y el
error mas frecuente que cometen los estudiantes (15 o 18) indicaria que una cantidad importante
de ellos omite la informacién entregada por el enunciado y procede a encontrar la regla basdndose
Unicamente en la secuencia.

En la pregunta del ejemplo 16 se presenta un problema que requiere calcular el perimetro de un
rectangulo dada su representacion pictdrica, la medida de su largo y la medida de su ancho. El
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enunciado no exige la comprension del término “perimetro”, pues no utiliza ese término y se refiere
directamente a que “se pondra una reja alrededor de ese jardin”, pero requiere conocer que en un
rectangulo los lados opuestos miden lo mismo.

El error mas frecuente que cometen los estudiantes al resolver este problema es sumar las dos medidas
que se les dan de manera explicita. Al igual que con el error asociado al ejemplo 25, se podria inferir
que los estudiantes que obtienen como resultado 8 metros, omitieron informacién relevante del
problema (que la reja debe ponerse alrededor del jardin).

La pregunta del ejemplo 20 requiere leer un pictograma con escala. Para responder correctamente
esta pregunta se necesita relacionar la informacién que entrega el pictograma mismo con la que
entrega su escala. El error mds frecuente que cometen los estudiantes al responder esta pregunta es
hacer una lectura directa y omitir la informacién que entrega la escala.

Recomendaciones pedagogicas

Comprension del problema y de la informacién que entrega

En los tres ejemplos entregados anteriormente se observan dificultades en el primer paso de la
resolucién de problemas: la comprensién del problema y de la informacién que entrega. Es frecuente
que al resolver problemas los estudiantes presenten dificultades para comprender la situacién
planteada, la informacién que entrega el problema y para seleccionar la informacién que se necesita
para resolver el problema.

Dado que los pasos en la resolucion de problemas son secuenciales y dependientes entre si, presentar
dificultades para realizar el primer paso tiene consecuencias en la aplicacién de los otros pasos y en
el resultado que se obtiene.

Para evitar la presencia de este tipo de dificultades, se recomienda que los docentes dediquen
tiempo a aplicar estrategias para que sus estudiantes aprendan y ejerciten cémo abordar de manera
sistematica la interpretacién de una situacién problema y como extraer toda la informacién que ella
entrega. Para eso, se sugiere incentivarlos a leer detenidamente toda la informacién entregada y
destacar los datos y las relaciones que se entregan. Se sugiere que, en un comienzo, esto se haga a
través de preguntas guiadas que sigan siempre un mismo orden légico, de manera de generar en los
estudiantes el habito de hacerse esas preguntas cada vez que se enfrenten a un problema.

Se sugiere que los docentes refuercen la idea que antes de resolver un problema hay que hacerse las
preguntas: ;qué me estan preguntando?, jcon qué informacién cuento?, qué informacién necesito
utilizar?

Aprender del error

Cuando se produzca este tipo de error, se recomienda que los docentes indaguen acerca de por qué
los estudiantes llegaron a un resultado incorrecto. Se sugiere que a través de preguntas guiadas se
ayude a que sea el estudiante quien se dé cuenta de la informacién que omitié y a reflexionar respecto
de por qué cree que la omitié y qué puede hacer a futuro para que ello no le vuelva a pasar.

e
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2.2. Comprension de los numeros naturales y las
operaciones basicas

Entre 1°y 4° bésico se espera que los estudiantes desarrollen el concepto de nimero y sean capaces
de aplicar las operaciones bésicas en el ambito de los nimeros naturales. Estos aprendizajes son de
gran relevancia, ya que constituyen el cimiento para aprendizajes relacionados con otros conjuntos
numéricos propuestos a lo largo de la trayectoria curricular escolar. Por esta razon, es importante
que los docentes generen estrategias para lograr que sus estudiantes comprendan estos nimeros, el
significado de las cuatro operaciones basicas dentro de los ntimeros naturales y cémo estas se realizan.

Tanto para lograr la comprension del concepto de nimero como el calculo de las operaciones bésicas,
se sugieren que los docentes trabajen con sus estudiantes aspectos tales como:

Comprensién de la estructura del sistema de numeracién decimal.
Manejo de vocabulario de la disciplina.
Comprensién y ejercitacion de transformaciones entre unidades, decenas, centenas, etc.

Comprension del significado de las operaciones en los nimeros naturales.

B Comprension de la estructura del sistema de numeracion decimal

Existen distintos sistemas de numeracién que se caracterizan, entre otras cosas, por la cantidad de
simbolos que utilizan y por las reglas que permiten construir todos los ntimeros validos.

Los nimeros naturales, asi como los ndmeros de los otros conjuntos numéricos que se abordan en
las Bases Curriculares, utilizan el sistema de numeracién decimal o de base 10. Este sistema esta
formado por 10 simbolos o digitos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¥ 9) que representan cantidades, cuyo
valor dependera de la posicién que ocupan dentro del nimero. De esta manera, por ejemplo, en el
numero 235, el digito 3 tiene valor 30, ya que ocupa la posicion de las decenas. De acuerdo con esta
estructura, al cambiar el orden de los digitos de un nimero, se modifica el valor posicional de ellos
y, por ende, el nimero ya no es el mismo.

Otra caracteristica de este sistema de numeracién es que la equivalencia entre las posiciones que
conforman un nimero se realiza en base 10. De esta manera, una decena equivale a 10 unidades, una
centena equivale a 10 decenas, y asi sucesivamente. Lo mismo ocurre en la direccién contraria en la
que 10 unidades corresponden a una decena y asi sucesivamente.

Los estudiantes, ademas de comprender que los nimeros naturales se forman por 10 digitos que tienen
diferente valor, dependiendo de la posicién que ocupan, deben comprender que la representacion
simbdlica de un nimero natural esta dada por su cantidad de unidades, de decenas, de centenas, de
unidades de mil, de decenas de mil, etc.; que la posicién de las unidades siempre esta en la derecha
del ntimero, seguida por la de las decenas, la de las centenas, etc., y que al “leer” un numero,
siempre se comienza por mencionar la posicidn que tiene el mayor valor posicional (es decir, la que
se encuentra en la posicién de la izquierda).
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Como consecuencia de lo anterior, se debe comprender que la estructura de formacién de estos
numeros se basa en la adicién y, por tanto, cada nimero se puede descomponer “aditivamente”
considerando el valor posicional de sus digitos. Asi, el nimero “trescientos cuarenta y dos” esta
formado por trescientos, mas cuarenta, mas dos y el nimero 218 estd formado por 200 + 10 + 8.

Los nimeros naturales poseen una estructura aditiva y se forman usando 10 digitos cuyo valor
depende de la posicién en la que se encuentren. Conocer la estructura aditiva de formaciéon de los
numeros permitira comprender mejor como construirlos y cémo operar con niimeros naturales. Una
ejercitacion intensa usando la composicién y descomposicién aditiva en conjunto con los términos
unidades, decenas, centenas unidades de mil proporcionaran a los alumnos seguridad en el calculo.

B Manejo de vocabulario de la disciplina

Para resolver diferentes problemas en los que se requiere aplicar la estructura del sistema de
numeracién decimal, es necesario que los estudiantes manejen algunos términos que se usan con
frecuencia. Lo anterior, debido a que la representacién simbdlica de los nimeros es parte del lenguaje
matematico y para utilizarla correctamente se precisa saber interpretar cada uno de los elementos
que la componen.

En primer lugar, los estudiantes necesitan saber que cuando se les pregunta por el valor de un digito
dentro de un nimero, se les esta preguntando por su valor pesicional; es decir, por la cantidad que
se le asocia considerando la posicién que ocupa dentro del nimero. Es frecuente que estudiantes ante
preguntas del tipo “;qué valor tiene el digito 2 en el nimero 21?” respondan “2”, lo anterior debido a
que no comprenden que el valor de un digito dentro de un nimero corresponde a su valor posicional.
Por eso es importante que los docentes hagan referencia explicita al valor posicional cuando realicen
ejercicios de este tipo. Formular correctamente preguntas relativas al “valor posicional” es fundamental
para poder resolver problemas que se asocian a la estructura del sistema de numeracién decimal.

Ademas, los estudiantes deben conocer los términos que designan cada una de las posiciones que
conforman un nuimero; estos son: unidad, decena, centena, unidad de mil, decena de mil, etc. Para
ello, deben saber sus nombres y su abreviacion.

Junto con lo anterior, los estudiantes deben comprender que el componente basico del sistema de
numeracién decimal es la “unidad”, que esta se representa con el simbolo “U”, y que una unidad
equivale a 1. Por ultimo, deben comprender que diez unidades conforman una “decena” (D), que
diez decenas conforman una “centena” (C) y asi sucesivamente.

Existe una relacion entre el nombre de cada posicién y el valor que se le asocia. Ademas, por tratarse
de un sistema decimal, los valores asociados a cada posicidén corresponden a valores de la potencia 10.
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Posicion Valor asociado Potencia 10
Unidad 1 10°
Decena 10 10!
Centena 100 102
Unidad de mil 1000 10°
Decena de mil 10 000 10*
Centena de mil 100 000 10°

Manejar los términos “unidades”, “decenas”, “centenas”, etc., sirve para descomponer los nimeros

en su forma extendida.

Por ejemplo, permite llegar a plantear que el nimero 3 172 esta compuesto por: 2 unidades (2U),
7 decenas (7D), 1 centena (1C) y 3 unidades de mil (3UM); es decir: 2U + 7D + 1C + 3UM.

Y que ello también se puede expresar como: 2 X1 + 7 X 10 + 1X 100 + 3 X 1 000

La descomposiciéon de los nimeros en su forma extendida es de gran utilidad para la posterior
comprension acerca de como se realizan las operaciones basicas y de dénde surgen los algoritmos
y los canjes.

Ademas, los estudiantes deben manejar los términos: “adicién”, “sustraccién”, “multiplicacién”,
“division”, “mas”, “menos”, “por”, “sumar”, “restar”, “sumandos”, “resultado”, “minuendo”,
“sustraendo”, “diferencia”, “factores”, “producto”, “dividendo”, “divisor” y “cociente”.

B Comprension y ejercitacion de transformaciones entre unidades, decenas,
centenas, etc.

Una vez que se comprende que el componente basico del sistema de numeracién decimal es la
“unidad”, que una unidad equivale a 1, que diez unidades conforman una “decena”, que diez
decenas conforman una “centena”, etc., los estudiantes deben comprender la aplicacién de ello en
las transformaciones entre valores posicionales. Para ello, han de darse cuenta de que cada vez que se
quiere transformar un valor posicional en el inmediatamente menor, se debe reemplazar dicho valor
por 10 elementos de valor posicional anterior. Asi, deben comprender que si se quiere transformar
una decena en unidades se debe reemplazar la decena por 10 unidades, asimismo, al transformar 3
unidades de mil en centenas, se obtiene 30 centenas.

Para lograr estos aprendizajes, se sugiere comenzar con la representacion concreta, pictdrica y luego
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simbdlica de distintas cantidades, hasta el 10 000. Esto debe ser trabajado en forma oral, concreta
y escrita, aprovechando experiencias de la vida diaria de cada estudiante. Transitar entre los tres
niveles de representacién (concreta, pictérica y simbélica) podria ayudar a la consolidacién de estos
aprendizajes.

Una vez que hayan adquirido la nocién simbdlica de los nimeros, se recomienda reforzar la idea de
valor posicional a partir de la comparaciéon de dos nimeros que tengan los mismos digitos, pero en
distinto orden. A través de un analisis (verbal o con material concreto) se puede lograr que sean los
estudiantes quienes comprendan que ambos nimeros no tienen el mismo valor y que la posicién de
los digitos determina el valor del ntimero.

Un caso particular que hay que modelar, ejemplificar y analizar con los estudiantes es cuando la
representacion de un nimero, de acuerdo con sus valores posicionales, no tiene la presencia explicita
de algtin “valor posicional”. Para ello, se sugiere enfrentar a los estudiantes a preguntas que los
hagan darse cuenta de estos casos y reflexionar en torno a ellos para llegar a una respuesta.

Ademas, es conveniente explicitar a los estudiantes que, por lo general, en la representacion de la
descomposicién aditiva de un nimero se entrega informacién de la cantidad de unidades, decenas,
centenas, etc. que lo componen y se omiten aquellas posiciones en las que la cantidad es igual a
cero. Por ejemplo, el nimero 4605 tiene 4 unidades de mil, 6 centenas, 0 decenas y 5 unidades o
simplemente tiene 4 unidades de mil, 6 centenas y 5 unidades.

Para la comprensién del sistema de numeracién decimal y del valor posicional se sugiere realizar
variados ejercicios empleando diferentes recursos, desde los concretos y pictéricos (como los bloques
multibase y la tabla posicional), hasta los mas abstractos (como las representaciones en U, D, C, UN,
etc.). Es importante que los estudiantes transiten entre una representacién y otra, dentro del ambito
numérico correspondiente y que sean capaces de escribir o dibujar las representaciones de distintos
numeros, escribir en palabras como se leen, leerlos a partir de cualquiera de sus representaciones,
descomponerlos en forma aditiva y comparar representaciones. Se sugiere que dentro de los ejercicios
que se les presente a los estudiantes, se incluyan situaciones que favorezcan la comprension de las
transformaciones entre valores posicionales, ya que esta es clave para la comprensién del sistema
de numeracién y, posteriormente, para poder realizar operaciones con “reserva” o canje.

Una vez que se han comprendido los conceptos asociados al valor posicional, se sugiere que los estudiantes
ejerciten las distintas representaciones de los niimeros, comunicando v justificando los procedimientos
empleados. Cuando logran explicar la validez de un procedimiento se puede suponer que el aprendizaje
se esta consolidando. En general, la experiencia y la literatura han demostrado que si no se comprende
lo que se hace, se corre el riesgo de que el aprendizaje sea memoristico, mecanico y rigido; y que no
permita establecer conexiones con otros conceptos, integrar contenidos o transferir el conocimiento a
contextos diferentes.

B Comprension del significado de las operaciones en los nimeros naturales

Las operaciones de adicidn, sustracciéon, multiplicacién y divisién en los nimeros naturales son
ampliamente utilizadas para representar situaciones de la vida diaria y resolver problemas cotidianos.
Comprender el significado de estas operaciones en los nimeros naturales es fundamental para poder
utilizarlas correctamente en este conjunto numérico y para poder transferirlas a otros conjuntos.

sz
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En un inicio, estas operaciones se vinculan con situaciones simples, por ejemplo, la de adicién se
asocia con avanzar, juntar, agregar; la de sustraccién, con quitar y retroceder; la de multiplicacién,
con agregar reiteradamente la misma cantidad; y la de dividir, con repartir en partes iguales o separar
en partes iguales. Se recomienda que los estudiantes puedan ejercitar este tipo de operaciones en
situaciones concretas, con material didactico y usando representaciones pictoricas.

Una vez que los estudiantes se han familiarizado con el significado de las palabras relacionadas
con las operaciones bésicas, se sugiere que se presenten a los estudiantes problemas en los que se
muestren dos situaciones que utilicen las mismas palabras, pero en contextos en los que signifiquen
cosas distintas y guiar la reflexion respecto de qué significa cada una de ellas, cudl es la operacién
que permite representarlas y en qué se fijaron ellos para llegar a dicha operacién. También ayuda
realizar de manera concreta las acciones propuestas en la actividad o explicar las acciones con sus
propias palabras. Para ello, se recomienda pedir a los estudiantes que modelen las situaciones y que
expliquen el modelo seleccionado.

Por ejemplo:
- Tengo 8 lapices y regalo 2 de ellos, ;cuantos lapices me quedan?

- Tengo 8 lapices, regalo 3 y luego regalo 2, jcuantos lapices regalé?

Ademas de comprender el significado de las operaciones, los estudiantes deben comprender cémo
se realizan y por qué se realizan de esa manera.

En el caso de la adicién, por ejemplo, tras haber comprendido el valor posicional y sus implicancias,
los estudiantes podran comprender por qué para sumar dos nimeros se deben alinear las unidades
con las unidades, las decenas con las decenas, las centenas con las centenas, etc. y como el resultado
de ello es que se alinea a la derecha.

En la sustraccién rige el mismo principio que para la adicién: se restan unidades de unidades, decenas
de decenas y centenas de centenas, pero para esta operacion se requiere comprender elementos
adicionales. En primer lugar, se debe distinguir claramente cual es el minuendo y cudl es el sustraendo,
y luego se deben restar los valores del sustraendo a sus respectivos valores del minuendo. Ademas, se
presenta una dificultad adicional cuando al realizar la sustraccién paso a paso algunas de las cifras
del sustraendo presentan un valor mayor a la respectiva del minuendo.

En el caso de la multiplicacién de un ndmero de varias cifras por uno de una sola cifra, es necesario
comprender que el algoritmo se basa en la descomposicion aditiva del primer factor y luego la
multiplicacién de cada una de estas cifras por el segundo factor; y que el resultado corresponde a
la suma de todos los productos obtenidos. Este procedimiento se hace extensivo para el caso de la
multiplicacién de dos factores de més de una cifra; se descomponen ambos y se multiplican todas
las cifras de uno de ellos por todas las del otro.

El algoritmo de la divisién, al igual que en el caso de la multiplicacién, se explica por la descomposicién
aditiva del dividendo, y luego la division de cada una de las cifras que resultaron de esta descomposicién
(del dividendo) por el divisor y finalmente, la adicién de los cocientes parciales para obtener el total.
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Ejemplos de errores asociados a la
comprension de los niimeros naturales y su operatoria:

Ejemplo de pregunta de adicion de nimeros naturales con distinta cantidad de cifras

Ejemplo 2. Pregunta de adicién de ntimeros naturales con distintas cantidades de cifras

Marcia tiene 112 bolitas rojas, 43 bolitas amarillas y 103 bolitas azules.
(Cuantas bolitas tiene Marcia en total?

e 645 Alinea las cifras sin considerar su valor posicional al sumar.

Q 258 Respuesta correcta.

El ejemplo 2 corresponde a un problema rutinario que se resuelve a través de una adicién sin
“reserva”. Para responder correctamente a esta pregunta, los estudiantes deben ser capaces de
sumar tres cantidades que poseen distinto niimero de cifras. Para ello, requieren saber que deben
sumar las unidades, luego sumar las decenas y luego sumar las centenas. El error méas frecuente que
se observa es no considerar el valor posicional al sumar y, por tanto, sumar centenas con decenas y
decenas con unidades obteniendo como resultado 645.

Recomendaciones pedagogicas

A continuacion, se entregan algunas recomendaciones pedagdgicas que se sugiere tener en consideracion
durante el proceso de ensefianza aprendizaje de la adicién y sustraccién de nimeros naturales para
fortalecer la apropiacién de los conceptos por parte de los estudiantes, ayudarles a comprender la
relacién entre estas operaciones y los procedimientos empleados.

Comprension de que los nimeros naturales poseen una estructura aditiva

Para comprender como se realizan las operaciones de adicién y sustraccion en los niimeros naturales
es necesario que los estudiantes primero comprendan que los niimeros poseen una estructura aditiva
en la que, por lo general, en el nombre del ndimero se indica la cantidad de unidades, de decenas,
de centenas, etc. que lo conforman.

Esta estructura queda claramente visible en nimeros como “dieciséis”, “veinticinco”, “treinta y
cuatro”, etc. Se sugiere usar los nombres de los ntimeros para reforzar la comprensiéon de que estos
estan formados de manera aditiva y ejercitar la lectura y escritura de los ndmeros para que los
estudiantes internalicen esta estructura. Ademas, decir los nimeros oralmente podria facilitar que
los estudiantes tomen conciencia de alinear los nimeros antes de operar con ellos.
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Adicion en los nimeros naturales

La adicién en los nimeros naturales se aborda desde niveles muy tempranos de la ensefianza.
Generalmente, esta operacion se asocia con situaciones concretas que implican avanzar, agregar,
juntar, etc., para luego transferirla a situaciones en las que se opera con representaciones simbdlicas
de las cantidades.

Para facilitar el transito desde la aplicacién concreta de la adicién hasta su aplicacién abstracta es
importante que los estudiantes tengan experiencias de aprendizaje que les permitan trabajar la
adicién de manera concreta, para luego pasar a experiencias en que las trabajen a nivel simbdlico.

La representacion concreta de un nimero esta dada por la cantidad que este representa; por ejemplo,
el nimero 12 estara representado de manera concreta por doce elementos. En la representacion
concreta de un nimero cada elemento corresponde a una unidad, por ello, al sumar, se retinen todos
los elementos (que poseen valor 1) y se puede calcular el total a través de conteo.

En la representacion simbdlica, se utilizan simbolos que representan cantidades asociadas a diferentes
valores posicionales: la cantidad de unidades, decenas, etc. que componen el nimero. Por ello, al
sumar dos representaciones simbdlicas de niimeros, no es correcto seguir el mismo procedimiento
que se utiliza para sumar representaciones concretas, ya que no todos los digitos poseen el mismo
valor. En este caso, lo que corresponde es descomponer los nimeros en unidades, decenas, etc. y
realizar el procedimiento de adicién para cada valor posicional.

Para favorecer la comprensién de la adicién, se sugiere comenzar con la representacion de esta
operacién utilizando recursos didacticos como bloques multibase y tabla posicional.

Por ejemplo, al sumar 335 + 142 se puede representar cada sumando de esa adicién con bloques
multibase sefialando cuantos bloques de cada tipo hay en cada sumando y luego, componiendo la
cantidad total que representan.

=3C+3D+5U

TTTTTTTTT]
o o

oo

=1C+ 4D +2U




Ello, ademas, se puede registrar en la tabla posicional como:

Aprendiendo de los errores

Centenas Decenas Unidades
3 3 5
1 A 2
Total 4 7 7

Una vez que se ha ejercitado adicién utilizando este recurso didéctico, se sugiere hacer ejercicios
directamente sobre la tabla posicional, por ejemplo, 235 + 147:

Centenas Decenas Unidades
2 3 5
1 4 7
Total 3 7 12

En este ejercicio, las 12 unidades que se obtuvieron deben ser reagrupadas (en 1 decena 2 unidades) y
ello se puede indicar anotando en la tabla las unidades que quedaron (2) en la linea del total de la suma
y la decena reagrupada en la primera celda correspondiente a las decenas, de la siguiente manera:

Centenas Decenas Unidades
1
2 3 5
1 4 7
Total 3 8 2

Este recurso permitira a los estudiantes resolver las operaciones teniendo en cuenta la forma en que
se deben ir ordenando los digitos de acuerdo con su valor posicional.

La tabla posicional es un recurso muy efectivo en la comprension del sistema de numeracién decimal
y sobre todo en la comprension de las operaciones en los nimeros naturales. Es importante que se
utilice a través de variados ejercicios tanto de representacién numérica como de operaciones. Al hacerlo,
los estudiantes deben comprender en cada momento el significado de las respectivas columnas y
qué quiere decir que el digito de un niimero esté ubicado alli. También deben comprender cémo se
relacionan unas columnas con otras y aplicar esos conocimientos en la resolucién de operaciones
y problemas.

Ademas, se sugiere presentar variados ejercicios de sumas verticales cuyos sumandos tengan distinta
cantidad de cifras y que los estudiantes expliciten y expliquen sus procedimientos. En estos casos,
se sugiere que los docentes incentiven a los estudiantes a fabricar su propia tabla posicional para
que se aseguren de respetar los valores posicionales de los digitos que componen los sumandos.

e
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Ademas, se recomienda que los docentes trabajen el calculo mental. En general, las técnicas del calculo
mental se basan en descomposiciones de los nimeros que facilitan el calculo en una determinada
situacion. Es necesario proponer una variedad de ejercicios y orientar a los estudiantes a que
experimenten distintas formas de descomponer los nimeros hasta lograr que se den cuenta, por
ellos mismos, de cudl es la forma mas practica, conveniente y efectiva en cada situacién.

Por ultimo, se recomienda que cuando se trabaje con el algoritmo, se refuerce constantemente la
asociacion de los digitos con su valor posicional, como se ha desarrollado antes en este documento,
y el significado de los pasos que se estan realizando.

Necesidad de recurrir al uso de “reserva”

Un concepto importante que se requiere manejar para resolver adiciones utilizando el algoritmo es el
de “reserva”. Este concepto demanda la comprensién profunda del sistema de numeracién decimal,
del significado de “agrupar” términos, y de que cada “agrupacion” de ellos da origen a un nuevo
término con una nueva posicién en el sistema.

La “reserva” es necesaria cuando se aplica el algoritmo en situaciones en las que, al sumar dos
digitos de un mismo valor posicional, su resultado sea mayor o igual a 10 si se trata de unidades, de
100, si se trata de decenas, etc.

Por ejemplo:
78 =7D + 8U =70 + 8
15=1D+5U =10 + 5

78 +15 = (70 +10) + (8 + 5) = 80 + 13 = 8D + 13U

Al analizar lo que representa 8D + 13U, se observa que 13U corresponde a 13, es decir 1D + 3U, por lo
tanto, corresponde a 8D + 1D + 3U. La decena que formaba parte del resultado obtenido al sumar las
unidades debe ser agregada a la posicién de las decenas y, por tanto, cuando se aplica el algoritmo debe
“guardarse” como “reserva” para adicionarsela al resultado que se obtenga al sumarse las decenas.

Eluso de la “reserva” se utiliza para resumir el proceso de sumar los nimeros manteniendo la l6gica
que subyace a la adicién. Se sugiere abordar la comprension de la “reserva” y su ejercitacion usando
numerosos y variados ejemplos.

Aprender del error

Tal como se desprende del ejemplo 2, una cantidad importante de estudiantes comete errores al
sumar nimeros naturales con distinta cantidad de cifras, pues no consideran los valores posicionales
y alinean a la izquierda. Se sugiere que, cuando ello ocurra, los docentes aprovechen la instancia
para que los estudiantes aprendan.



Aprendiendo de los errores

En estos casos, se recomienda orientar a los estudiantes a que se den cuenta por ellos mismos de
qué es lo que implica ordenar las cifras como lo hicieron, en términos de qué estarian sumando en
realidad (en este caso, centenas con decenas, decenas con unidades). Para ello se les pueden hacer
preguntas como:

Felipe necesita resolver la siguiente adicién:

112 + 43

Para resolverla, Felipe hace lo siguiente:

112
+ 43
542

$Qué esta haciendo Felipe al resolver la adicion de esa manera? ¢Esta sumando lo que necesita
sumar? ¢Por qué no?

¢En qué no se esta fijando Felipe?
;Qué le dirfan ustedes a Felipe para que no volviera a cometer este error si tiene que resolver

otra adicién?

Nuevamente aqui se hace patente la necesidad de comprender el significado del valor posicional de
cada digito y para ello se sugiere la ejercitacién y profundizacién a través del uso de la tabla posicional,
como se ha desarrollado anteriormente en este documento. El uso de la calculadora para comprobar
el resultado de la adicién, puede ser otra estrategia que permita evidenciar el error.

Ejemplo de pregunta de multiplicacién de nimeros naturales

Ejemplo 3. Pregunta de multiplicacién de nimeros naturales

(Cudl es el resultado de 472 - 3?7

() 1326  Registra como reserva las unidades en vez de las decenas.

(V] 1416  Respuesta correcta.
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El ejemplo 3 corresponde a una multiplicacién de dos nimeros naturales. Para realizar correctamente
esta multiplicacion, los estudiantes deben comprender que al multiplicar un nimero por un factor,
se debe multiplicar el valor de cada digito del nimero por el de ese factor. Ademas, si el estudiante
decide resolver la multiplicacién aplicando el algoritmo, debe saber en qué posicion se registran los
digitos de los nimeros que va obteniendo, para lo que debe tener claridad del valor de cada uno.

Es probable que los estudiantes que llegaron al resultado 1 326 hayan registrado el producto de manera
invertida. Este tipo de error es comtn cuando se aplican los algoritmos de manera memoristica sin
comprender su légica subyacente.

En este caso, la base que sustenta este algoritmo es la propiedad distributiva de la multiplicacién
respecto de la adicién. Por esta propiedad, la multiplicacién de un nimero es equivalente a la
multiplicacién del valor de cada uno de sus digitos por el factor.

En el caso del ejemplo 3, corresponde a la multiplicacién del valor de cada uno de los digitos del
numero 472 por el factor 3.

Dado que 472 = 400 + 70 + 2, se procede de la siguiente manera:
a. 472X3=400X3+70X3+2X3,

b. 400X3+70X3+2X3=1200 + 210 + 6,

C. 1200 + 210 + 6 =1 000 + 200 + 200 + 10 + 6,

d. 1000+ 200 +200+10+ 6 =1000+ 400 +10 + 6,y

e. 1000 + 400 +10 + 6 =1 416

Al resolver esta multiplicacién usando el algoritmo, se realiza el mismo procedimiento, pero de
manera resumida:

a. Se multiplica el tres por el digito de las unidades (2) y el resultado (6) se registra en la
posicion de las unidades.

b. Se multiplica el tres por el digito de las decenas (7) y el resultado (21) se registra en
la posicién de las decenas. Dado que el resultado es 21 decenas, y solo se puede anotar
un digito en la posiciéon de las decenas, el 21 se descompone en 2 centenas y 1 decena,
registrando las dos decenas como “reserva” para sumarlas en la posicién de las centenas.

c. Se multiplica el tres por el digito de las centenas (4) y el resultado (12) se registra en la
posicion de las centenas. Dado que el resultado es 12, se descompone en 1 unidad de mil y
dos centenas, registrando ambos valores en la posicién que les corresponde.

d. Finalmente, se considera la “reserva” que se registrd en la posicion de las centenas y se
suma al valor obtenido para esa posicién, de manera de llegar al resultado final.



Aprendiendo de los errores

Al igual que para resolver muchas adiciones, para resolver esta multiplicacién se requiere manejar
el concepto de “reserva”. Los estudiantes que respondieron erréneamente este problema, si bien
realizaron las multiplicaciones en forma correcta, determinaron mal la “reserva”, invirtiendo el orden
del resultado parcial. En este caso, es importante incentivar a que los estudiantes reflexionen respecto
de qué significa multiplicar 7 (decenas) por 3 (unidades); si el resultado de esa multiplicacién da
origen a una cifra con valor posicional mayor, y cdmo se registra esa nueva cifra cuando la operacién
que se esta realizando incluye ademas la multiplicaciéon del mismo 3 por otra centena (4).

En el proceso de aplicar un algoritmo en forma memoristica se va perdiendo el sentido y la comprension
de lo que se esta ejecutando; por ello es importante que el docente refuerce en sus estudiantes la
necesidad de comprender el algoritmo.

Recomendaciones pedagogicas

Es importante comprender que el algoritmo de la multiplicacién de nimeros naturales se sustenta
en la propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la adicién y corresponde a una simplificacién
que resulta de descomponer el primer factor (en este caso el 472) en cifras segin su valor posicional
(400 + 70 + 2) y multiplicar cada una de esas cifras por el segundo factor (3), para luego sumar esos
resultados.

Para que los algoritmos sean internalizados por los estudiantes y no se pierda el sentido de lo que se
esta haciendo en cada uno de sus pasos, es importante que los docentes expliquen la validez de los
procedimientos que se usan y que los estudiantes también puedan ir verbalizando por qué se realiza
cada paso v lo que estos implican. Para ello, se sugiere reforzar las siguientes ideas o nociones al
introducir y explicar el algoritmo de la multiplicacion:

Necesidad de contar con estructuras que permitan multiplicar cantidades grandes

La primera forma en que los estudiantes se aproximan a la multiplicacién es asociandola con adicién
reiterada. Los estudiantes aprenden a representar la multiplicacién y a resolverla de manera concreta o
pictoérica sumando reiteradas veces una misma cantidad. Si bien esto es posible cuando las cantidades
a multiplicar son pequefias, a medida que se avanza en la extensién del ambito numérico, se va
haciendo cada vez menos factible reemplazar la multiplicacién por adiciones reiteradas.

Para introducir el algoritmo de la multiplicacion, se sugiere enfrentar a los estudiantes a problemas
de multiplicacién en los que resolverlos usando la adicién reiterada resulte largo y discutir con
ellos la necesidad de contar con procedimientos simplificados que permitan resolver operaciones
que involucran cantidades “grandes”. Reforzar esta idea contribuye a que los estudiantes valoren
la utilidad del algoritmo y que comprendan que este mantiene la 16gica que subyace a la adicion.
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El algoritmo de la multiplicacion se sustenta en la propiedad distributiva de la multiplicacion
respecto de la adicién

Una segunda idea a reforzar es que el algoritmo de la multiplicacién se sustenta en el significado de
esa operacion y en la propiedad distributiva de ella respecto de la adicién. Para ello, se sugiere que
se realicen ejercicios practicos en los que los estudiantes puedan experimentar que se llega al mismo
resultado multiplicando un nimero por un factor que multiplicando la descomposicién aditiva de
dicho niimero por el mismo factor.

Por ejemplo:

Al multiplicar 12 x 3 usando suma reiterada se obtiene 12 + 12 + 12 = 36 y

Al multiplicar (10 + 2) x 3 se obtiene 30 + 6 = 36
Se puede repetir el trabajo con ejemplos sencillos como el anterior hasta que los estudiantes se sientan
seguros de que son dos formas de llegar al mismo resultado y luego extenderlo a otros ejemplos.
Valor posicional al aplicar el algoritmo y nocion de “reserva” en la multiplicacion

Aplicar el algoritmo para resolver multiplicaciones como la del ejemplo 3 requiere que los estudiantes
sepan cémo ir registrando los valores que obtienen y que comprendan el significado de la “reserva”
y sepan como registrarla.

En lo que respecta al registro de los valores que se obtienen, los estudiantes deben comprender que
al multiplicar la cifra de las unidades de un nimero, el resultado se registra en la posicién de las
unidades; que al multiplicar la cifra de las decenas, el resultado se anota en la de las decenas y asi
sucesivamente.

Para favorecer esta comprension, se sugiere que se muestre a los estudiantes la forma de resolver
multiplicaciones usando descomposicién:

23X2=(20+3)x2=(20%X2)+(3X2)=40+ 6 =46

y que luego se les muestre que el algoritmo resume los pasos registrando directamente el resultado
(lo que adquiere importancia cuando se realizan multiplicaciones por factores con mas de una cifra).

En lo que respecta a la “reserva”, al igual que con la adicién, esta se hace necesaria cuando se aplica
el algoritmo y los productos parciales que se obtienen son mayores o iguales que 10, 100, 1 000,
segun corresponda.

Por ejemplo:

162xX3=3X2+3X60 +3X100 = 6 + 180 + 300



Aprendiendo de los errores

En el caso de 3 x 2 el resultado es 6, un numero compuesto por 6 unidades. Al ser este producto
parcial menor que 10, se puede registrar directamente en la posicién de las unidades sin necesidad
de recurrir a la “reserva”.

En el caso del 3 x 60 el resultado es 180, un nimero compuesto por 0 unidades, 8 decenas y 1 centena.
Este nimero no puede registrarse directamente en la posicién de las decenas y requiere considerar
una reserva en la posicién de las centenas. De esta manera se registran las 8 decenas en la posicién
de las decenas y la centena se registra como “reserva” en la respectiva posicion.

En el caso de 3 x 100 el resultado 300, un ndmero compuesto por 0 unidades, 0 decenas y 3 centenas
y, por tanto, se puede registrar directamente en la posicién de las centenas agregandole la centena
registrada como “reserva”.

Se sugiere abordar la comprension de la “reserva” y su ejercitacién usando numerosos y variados
ejemplos de multiplicacion y vincularlos con situaciones de adicién en las que se usa la “reserva”.

Aprender del error

Tal como se desprende del ejemplo 3, una cantidad importante de estudiantes comete errores al tener
que aplicar la “reserva”. Esto ocurre tanto en el caso de la multiplicaciéon como en el de la adicién. Se
sugiere que, cuando ello ocurra, los docentes aprovechen el error para recordar a los estudiantes el
origen de la “reserva”, qué es lo que esta significa y cdmo esta se realiza. Para ello, se sugiere usar
ejemplos como los descritos anteriormente.

Ejemplo de pregunta de sustraccion con nimeros naturales

Ejemplo 4. Pregunta de sustraccién con ntimeros naturales

(Cudl es el resultado de la siguiente sustraccion?

431
— 183

e 352 Resta el digito menor al mayor en cada valor posicional, sin
considerar el minuendo vy el sustraendo.

Q 248 Respuesta correcta.

El ejemplo 4 corresponde a una sustraccion de dos nimeros naturales de igual cantidad de cifras, en
donde se presenta la dificultad de que en algunas posiciones el minuendo es menor que el sustraendo.



Capitulo 2. Analisis de errores y recomendaciones para la reflexién pedagdgica

Esta situacion hace que no se pueda realizar la sustraccién de manera directa y se deban realizar
transformaciones de unidades.

El error mas frecuente que se observa es que, en vez de aplicar el algoritmo, los estudiantes asumen
que la sustraccién consiste en que para cada valor posicional, se debe restar siempre el digito de
menor valor al de mayor valor. Este error muestra problemas en la comprensién del significado de
la sustraccion.

Recomendaciones pedagogicas

Frente a situaciones como la del ejemplo 4, es central que los estudiantes sean capaces de darse
cuenta de que no siempre es posible realizar sustracciones directas, ya que a veces es necesario hacer
transformaciones basadas en las equivalencias entre valores posicionales.

La sustraccién no es una operacién conmutativa

Para lograr la comprensién de la sustraccién, los estudiantes deben realizar actividades que les
permitan entender, en primer lugar, que la sustraccion, a diferencia de la adicién, no es una operacién
conmutativa; esto significa que no se pueden intercambiar los términos que se estan restando. En
el caso de la adicién, se puede operar con dos o més sumandos y el orden en que ellos se presenten
no altera el resultado de la adicién porque este es inico; sin embargo, en la sustraccién, cambiar el
orden altera el resultado.

La sustraccién se efectta entre dos términos o cantidades que son el minuendo y el sustraendo. El
resultado de la sustraccién es la diferencia. En 4° basico, en el ambito numérico en que se desenvuelven,
los estudiantes pueden determinar cuando es posible restar una cantidad a otra y cuando no. En
niveles superiores aprenderan que esta operacién siempre sera posible.

En el ejemplo presentado, si bien los estudiantes restaron unidades con unidades, decenas con
decenas y centenas con centenas, cometieron el error de restar siempre el digito menor al mayor,
sin considerar a cual de los términos (minuendo o sustraendo) pertenecia ese digito.

La adicion y la sustraccion son operaciones inversas

Ademas de comprender que la sustraccion no es una operacién conmutativa, los estudiantes deben ser
capaces de reconocer que la adicion y la sustraccion son dos operaciones “inversas”, lo que implica
que entre ellas existe una relacién que hace que una sea lo opuesto de la otra. La nocién de que estas
operaciones son inversas aparece de manera intuitiva en cursos tempranos y debe ser sistematizada
durante el proceso de ensefianza y aprendizaje.

Se sugiere guiar a los estudiantes para que sean capaces de visualizar que, si a partir del resultado
de una adicién se quiere volver a uno de los sumandos, se debe aplicar la sustracciéon, por lo tanto,
resulta natural que sus procedimientos también se relacionen en esa forma. Esta es una estrategia
que se puede usar para que los estudiantes comprueben los resultados que obtienen al realizar
sustracciones (o adiciones).
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Descomponer unidades de mayor valor en unidades de menor valor para la sustraccion

El algoritmo de la adicién sefiala: “sume unidades con unidades”, en el caso de la sustraccion, este
debe ser ajustado de la siguiente manera: “reste las unidades del sustraendo a las unidades del
minuendo, las decenas del sustraendo a las decenas del minuendo, etc.”, de manera de dejar claro
que la sustraccién no es conmutativa.

Ademas, los estudiantes deben aprender a enfrentar situaciones en las que al usar el algoritmo, en
alguna de las posiciones, el minuendo es menor que el sustraendo. Para ello, los estudiantes deben
utilizar sus conocimientos respecto del sistema de numeracién decimal y la relacién que existe entre
unidades, decenas, centenas, etc.

Se sugiere que, como primera aproximacion, los estudiantes se enfrenten a situaciones de sustraccién
con canje, en situaciones de dinero o en juegos en los que se usen sistemas de fichas con equivalencia
de base 10, las que se puedan canjear. Posterior a ello, se recomienda pasar a realizar sustracciones
de manera simbdlica.

Por ejemplo, si se hace la siguiente sustraccion 75 - 8 y se realiza de manera directa término a término,
aparece la dificultad de que, dentro de los nimeros naturales, a las 5 unidades del minuendo no se
le pueden restar las 8 unidades del sustraendo. Si la situacién fuese restarle 8 a 5, se obtendria como
resultado un nimero negativo (-3); sin embargo, no se esta solicitando hacer esa sustraccién sino
75 - 8. Por lo tanto, al considerar las cantidades totales, el minuendo es mayor que el sustraendo y
el resultado sera un numero natural.

En este caso, luego de que los estudiantes identifican que “no es posible” (dentro del conjunto de
los ndmeros naturales), restar directamente 8 al 5, deben proceder a canjear una decena para poder
continuar.

A partir de este mismo ejemplo se puede fortalecer la comprension de este proceso, mostrando como
se realiza la sustraccién usando la estrategia de descomposicién:

- el ntmero 75 corresponde a 70 + 5,y
- el namero 8 corresponde a 8
- Entonces, la sustraccién corresponde a 70 + (5 - 8)

Dado que el 5 correspondiente a las unidades del minuendo es menor que el 8 correspondiente a las
unidades del sustraendo, se procede a expresar el minuendo de manera que se puedan realizar las
restas, esto es:

75 = 60 + 15
Asi, la sustraccion queda de la siguiente manera:

60 + (15 - 8)
Y puede ser resuelta término a término.

Una vez que se comprende la l6gica subyacente, se puede resumir este proceso en el algoritmo.
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Aprender del erroxr

Tal como se desprende del ejemplo 4, una cantidad importante de estudiantes presenta errores al
restar cantidades en las que en alguno de los valores posicionales la cifra del minuendo es menor a
la del sustraendo. Se sugiere que, cuando ello ocurra, los docentes aprovechen el error para reforzar
el significado de la sustraccién y que esta no es una operaciéon conmutativa.

Se sugiere que los docentes aprovechen este error para guiar conversaciones entre los estudiantes en
las que se argumente por qué la sustraccion no es una operacion conmutativa. Para ello se pueden
usar preguntas del tipo: ¢Es lo mismo si yo tengo 10 lapices y me quitan 2 que si yo tengo 2 lapices
y me quitan 10 lapices? ¢Por qué no es lo mismo?

Ejemplo de pregunta de divisién con nimeros naturales

Ejemplo 6. Pregunta de divisién con niimeros naturales

(Cudl es el resultado de 84:2?

6 44 Divide la cifra con mayor valor posicional del dividendo por el divisor y
luego copia la cifra restante del dividendo.

Q 42 Respuesta correcta.

El ejemplo 6 corresponde a una divisién exacta de un niimero natural de dos cifras por uno de una cifra.
El error mas frecuente que se observa en el ejemplo 6 es aplicar el algoritmo de manera incorrecta
al no dividir ambos valores posicionales del nimero 84 en 2 sino solamente el de las decenas, y, por
lo tanto, obtener como resultado 44.

Recomendaciones pedagogicas

Significado de la division

Para poder resolver ejercicios de divisién presentados de manera simbdlica, los estudiantes deben
comprender el significado de la division en los nimeros naturales. Se sugiere introducir esta operatoria
en los naturales como aquella que permite repartir en partes iguales o bien reagrupar una cantidad
en grupos mas pequefios con igual cantidad de elementos.

Se recomienda que en una primera instancia los estudiantes efectiien diversas divisiones utilizando
material concreto para que se familiaricen con las acciones de repartir y reagrupar.
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Una vez que los estudiantes hayan asociado la operacién de division en los naturales con la reparticion
en partes iguales y la reagrupacién en grupos de igual cantidad, se sugiere que se asocie a ambas
acciones con el proceso de restar reiteradamente una misma cantidad. Para ello, se recomienda
utilizar cantidades pequefias y trabajar en un inicio con material concreto que les permita llevar a
cabo la accién de restar sucesivamente. Cuando se realiza esta accion se debe explicar a los estudiantes
que lo que se quiere averiguar es cuantas veces se le puede restar el divisor al dividendo y que, para
obtener el resultado de la division, deben registrar cuantas sustracciones hicieron.

La multiplicacion y la division son operaciones inversas

Asi como la sustraccion es la operacion inversa de la adicién, la division es la operacién inversa de la
multiplicacion. Se sugiere que, a través de variados ejemplos, se introduzca y trabaje esta idea para
reforzar la nocién de que las operaciones matematicas se relacionan una con otras.

Se sugiere guiar a los estudiantes para que sean capaces de visualizar que, si a partir del resultado
de una multiplicacién se quiere volver a uno de los factores, se debe aplicar la divisién, por lo tanto,
resulta natural que sus procedimientos también se relacionan en esa forma. De esta manera, para
verificar el resultado de una division, se puede usar la multiplicacién y viceversa.

Para favorecer que los estudiantes puedan establecer la relacion que existe entre las operaciones en los
naturales, se recomienda que se realicen actividades que refuercen la asociacién de la multiplicacion
con la adicién, de la adicién con la sustraccion, de la divisién con la multiplicacién y de la division
con la sustraccion.

Algoritmo de la division

Al igual que con las otras operaciones basicas, para aplicar correctamente el algoritmo de la divisién
los estudiantes deben comprender qué significa dividir y cémo se divide.

Realizar la divisién como reparto en partes iguales, reagrupacién en grupos de igual cantidad o como
resta reiterada es posible solo cuando se esta operando con cantidades manejables. Si las cantidades
son grandes, el proceso se vuelve largo e inabordable. El algoritmo entrega una herramienta para poder
resolver divisiones en ambitos numéricos para los que no resultan las estrategias antes mencionadas.

Para dividir dos niimeros naturales, en primer lugar, se debe evaluar si la divisién que se presenta
se puede resolver directamente, en un paso, usando las tablas de multiplicacién. Por ejemplo, para
resolver 72 : 9 bastaria que el estudiante sepa que 9 X 8 = 72 y que, por tanto, 72 : 9 = 8.

En los casos en que no es posible resolver la division directamente utilizando la multiplicacién, se
aplica el algoritmo.

El algoritmo de la divisién se basa en la légica de esta operacién y en la descomposicién de los
nlimeros segun el valor posicional de sus digitos. Sigue la misma 16gica que el de la multiplicacién,
pero aplicando la operacién inversa:
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Por ejemplo, para resolver 84 : 2

se debe descomponer el dividendo de acuerdo con el valor posicional de sus digitos

84 =80+ 4
luego se debe dividir cada uno de los componentes resultantes en 2
84:2=(80:2)+(4:2)=40+2
finalmente, se debe componer el resultado sumando
84 :2=40+2=42

Una vez que se comprende esta l6gica, se sugiere introducir el algoritmo resumido de la division.
Aprender del error

Tal como se desprende del ejemplo 6, una cantidad importante de estudiantes presenta errores al
dividir, pues solo dividen la cifra del valor posicional de las decenas y mantienen la cifra de las unidades
sin haberla dividido. Se sugiere que, cuando ello ocurra, los docentes aprovechen esta instancia para
reforzar el significado de division y el proceso que describe la l6gica que subyace a esta operacion.

Se sugiere que los docentes utilicen este error para guiar conversaciones entre los estudiantes en las
que se vincule el proceso de dividir con el de multiplicar y donde se discuta el efecto que tiene en el
resultado “olvidarse” de dividir (o multiplicar) uno de los valores posicionales.
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2.3. Comprension de las fracciones y su representacion

El estudio de las fracciones es de gran relevancia dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje de la
matemadtica puesto que sienta las bases para la adquisiciéon y comprension de nuevos conocimientos
como la extension de los conjuntos numéricos hacia los niimeros racionales, la comprension de las
proporciones y los porcentajes, entre otros.

B Nocion de fraccion

En los primeros cursos, los estudiantes deben familiarizarse con el concepto de fraccién como
parte de un todo. Para ello, se recomienda el trabajo con material concreto y con representaciones
pictéricas, a partir de las propias experiencias cotidianas, como el reparto o distribucién equitativa
de un “todo” en una cantidad determinada de “partes iguales” y la relacién de cada una de esas
“partes” con el “todo”.

El paso de la representacién pictérica de una fraccién a su representacién simbdlica requiere de
la comprensién de los elementos que intervienen en la representacion pictérica y que se quieren
representar simboélicamente. Para ello, se hace necesario reforzar el significado de fraccién mediante
la manipulacién concreta y la representacion pictérica.

Asimismo, la inclusién de las fracciones en el lenguaje cotidiano resulta muy favorable para su
comprensién; (un cuarto de, la mitad de, tres cuartos de, etc.), sobre todo si su utilizacion se relaciona
con magnitudes conocidas por los estudiantes y en contextos cotidianos, como por ejemplo, la mitad
de los estudiantes, un cuarto de hora, tres cuartos de kilémetro, etc. Se espera que observen que
siempre se hace referencia a un “todo” o a un “entero”.

Se sugiere que los ejemplos utilizados sean de distinta naturaleza, que abarquen distintos escenarios
y contextos, de modo que los estudiantes puedan formarse una idea de lo que es una fraccién. Es
necesario transitar de lo concreto a lo abstracto sin apresurarse.

Para afianzar el concepto de fraccion, se les puede presentar a los estudiantes diversas situaciones
que involucran una misma fraccién, presentada en contextos diferentes, y pedirles que analicen sus
significados; por ejemplo:

“regalé la mitad de mi colacién”

“regalé la mitad de mis bolitas”

“llevo recorrida la mitad de la distancia de la escuela hasta mi casa”
“la mitad de diez es cinco”

“la mitad del publico asistente al estadio aplaudia”

“llevo leida la mitad del libro”
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Y hacerles preguntas como: ¢qué tienen en comun los ejemplos anteriores?, scuales son sus diferencias?,
¢se puede calcular siempre la mitad de algo?, ¢qué se necesita?, ¢se pueden comparar las mitades
de elementos diferentes? ¢por qué?

Ademas, se recomienda presentarles distintas representaciones pictdricas de fracciones para que
las observen, las describan e identifiquen en cudntas partes esta dividido el entero, cuantas de esas
partes estan destacadas de alguna forma, cuantas no lo estan, y puedan reflexionar respecto de como
pueden ir registrando esas observaciones.

Por ejemplo, presentar la siguiente representacion:

A| B A
A
B A
y hacer preguntas como:

¢En cuantas partes esta dividido el rectangulo de la figura? En 12 partes
¢Cuantas de esas partes estan marcadas con A? 4 partes
¢Cuantas de esas partes estan marcadas con B? 2 partes
¢Cudntas de esas partes estan marcadas con C? 1 parte
¢Cuantas de esas partes estan en blanco? 5 partes

Luego, se recomienda que el docente incentive a que los estudiantes reflexionen respecto de qué
informacién se debe dar a una persona que no ha visto la figura para que pueda imaginarse cémo
es. Para eso puede usar preguntas del tipo: ¢Es suficiente informacién decir que 4 partes de la figura
tienen una A o que 2 partes de ella tienen una B?, etc. ¢La persona que no esta mirando la figura
puede hacerse una idea de ella si solo sabe la cantidad de partes que tienen A, B o C?, ¢qué mads
necesitaria saber?

En estos casos, es importante que el docente haga notar que para dar la informacién completa se
necesitan dos datos: la cantidad total de partes en la que se divide una figura y la cantidad de partes
que se quiere describir (4 de 12, 2 de 12, 1 de 12). Ademas, los estudiantes deben comprender que lo
que se esta dividiendo es un todo o un entero.

Para ello, se tiene que observar que en cada uno de estos ejemplos hay un “todo” que se ha repartido
en partes iguales.

Una vez comprendido el proceso de reparticion en partes iguales de un todo, se crea la necesidad de
simbolizar ese proceso ya que ese “todo” puede representar una unidad o una coleccién de elementos.
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B Representacion simbdlica de las fracciones

Una vez fijada la idea de lo que es una fraccién representada de manera concreta o pictérica es
necesario contar con una manera de expresarla utilizando simbolos matematicos.

La representacién simbdlica de una fraccién esta formada por dos nimeros naturales y una linea
horizontal que los separa; dos nimeros naturales que en realidad representan uno solo que no es un
numero natural. Esta idea es nueva para los estudiantes, que hasta ahora solo estaban familiarizados
con los niimeros naturales. En muchos casos, lo natural para los estudiantes resulta considerar a cada
uno de estos nimeros por separado y aplicarles, en forma separada, las propiedades que conocen
anteriormente de los ndmeros naturales, incluyendo, por ejemplo, la adicién y el orden.

Para poder representar las fracciones de manera simbdlica, los estudiantes deben conocer el nombre
que se le da a cada una de las partes que componen una fraccién: numerador y denominador. El
denominador sefiala o denomina en cuantas partes se reparte el todo (medios, tercios, cuartos, décimos,
etc.); el numerador sefiala o numera cuantas de esas partes (de las sefialadas por el denominador)
conforman la fraccién.
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Ejemplos de errores asociados a la comprension
de las fracciones y su representacion

Ejemplo 7. Pregunta de representacion grdfica de una fraccién

La siguiente figura estd dividida en partes iguales:

(Qué fraccion de la figura estd pintada de gris?

6 2 Identifica las partes pintadas de gris como numerador y las sin pintar
4 como denominador.
©
s Respuesta correcta.

Ejemplo 8. Pregunta de representacioén de fraccién en un contexto

Miguel tenia 12 huevos y us6 3 para hacer una tortilla.
(Qué fraccion del total de huevos que tenia us6 Miguel?

e 12 Considera que el primer dato que aparece es el numerador y el
3 segundo, el denominador.
Q 3 Respuesta correcta
12 P '

Los errores que cometen los estudiantes en las preguntas de los ejemplos 7 y 8 se relacionan con

la comprension de las representaciones de las fracciones y de lo que significan el numerador y el
denominador.
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La pregunta del ejemplo 7 requiere identificar la representacién simbdlica de una fraccién propia
que se encuentra representada de manera pictérica. Para contestar correctamente esta pregunta,
el estudiante debe comprender el significado de la fracciéon y qué representa el numerador y el
denominador. El error mas frecuente en esta pregunta es asociar el numerador con la parte pintada
de gris y el denominador con la parte no pintada, obteniendo como resultado 2/4.

La pregunta del ejemplo 8 plantea un problema rutinario en el que los estudiantes deben representar
a través de una fracciéon, una situacion cotidiana dada. El error mas frecuente que cometen los
estudiantes en esta pregunta es no interpretar correctamente el numerador y el denominador e
invertirlos.

La pregunta del ejemplo 8 plantea una dificultad adicional a la de la pregunta 7, ya que se trata de
un problema rutinario que no entrega una representacion pictérica de la fraccion. Ademas, en la
pregunta del ejemplo 8 el entero no corresponde a una unidad sino a un conjunto de elementos (12
huevos). Es importante que los estudiantes comprendan que el entero puede ser una unidad o una
coleccién de elementos.

Recomendaciones pedagogicas

Antes de enfrentarse al aprendizaje de las fracciones, los estudiantes han desarrollado la matematica
inicial en el &mbito de los nimeros naturales. El hecho de que una fraccién se represente mediante
dos nimeros puede crear una confusién en los estudiantes, pues hasta ahora los niimeros naturales
cumplian para ellos otras funciones. Para comprender las fracciones, deben comprender que un par
de niimeros, ubicados con una linea horizontal de por medio, van a representar una parte y un todo.

Para lograr la comprensién de la representacién simbdlica de una fraccién se requiere que los
estudiantes hayan transitado por el trabajo con material concreto y con representaciones pictoricas
de ellas.

Se recomienda avanzar paso a paso en este camino, primero con material concreto suficiente para
asegurar la comprensién de la idea de fraccién o parte de un todo, distinguiendo las “partes iguales”
en las que se divide el todo; y luego establecer las asociaciones correctas del “todo” que se reparte,
con las respectivas “partes”. Para ello, se sugiere enfatizar que el primer paso para determinar una
fraccion es conocer el nimero de partes iguales en las que se divide el entero y que eso corresponde al
denominador de la fraccién, que una vez conocido el nimero de partes iguales en las que se divide el
entero, se necesita saber cuantas de esas partes se estan considerando y que ese nimero corresponde
al numerador. Se recomienda que los estudiantes sigan este proceso, utilizando diferentes ejemplos,
en distintos contextos, de manera que lo internalicen.

Se sugiere que, una vez internalizado este proceso, los docentes pidan a los estudiantes que realicen el
proceso contrario; es decir, que ejemplifiquen, dibujen o grafiquen situaciones a partir de fracciones
dadas, por ejemplo, que representen “graficamente” las fracciones 2/3; 5/9; 4/10 y que expliquen
con sus palabras sus ejemplos. También, se sugiere que se les pida a los estudiantes que, a partir de
una fraccién dada, describan un contexto.

sz
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Se recomienda que los docentes aborden la idea de “entero” como un todo que se divide en partes
iguales, utilizando variados ejemplos en los que el entero corresponda a una unidad (por ejemplo,
un circulo, una barra de chocolate, etc.) o a una coleccién de elementos (por ejemplo, un curso de
30 estudiantes, un conjunto de 12 lapices, etc.). Se sugiere tomar algunos ejemplos y pedir a los
estudiantes que construyan fracciones a partir de esos enteros.

Aprender del erroxr

Una cantidad considerable de estudiantes responde la pregunta del ejemplo 7 en forma errada,
asociando numerador con la parte pintada de gris y denominador con la parte no pintada; y en el
caso del ejemplo 8, también en forma errada, asocian el primer nimero que aparece en el enunciado
con el numerador y el segundo niimero, con el denominador.

Frente a estos errores se sugiere que los docentes den el espacio y la confianza a los estudiantes que
respondieron incorrectamente para que expliciten qué entendieron ellos que se les estaba preguntando
y luego por qué respondieron de esa forma. Se recomienda que los docentes disefien estrategias
para que los estudiantes comprendan que las fracciones corresponden a partes de un todo y no a la
relacién entre dos partes.
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2.4. Comprension de ecuaciones e inecuaciones

El estudio de las ecuaciones e inecuaciones es base fundamental para el desarrollo del pensamiento
légico, el pensamiento abstracto, la capacidad de plantear y resolver problemas, etc. Este se inicia
en niveles tempranos de la educacion basica y permanece presente en todos los niveles posteriores
de ensefianza.

Para lograr que los estudiantes comprendan las ecuaciones y las inecuaciones, deben haber comprendido
los conceptos de igualdad y desigualdad. Para ello, se sugiere que los docentes trabajen con sus
estudiantes para lograr la comprension de:

la relacion entre dos cantidades y los simbolos que se usan para expresarla.

el uso de la operacién inversa.

B Comprensidon de la relacion entre dos cantidades y los simbolos que se usan
para expresarla

Las ecuaciones e inecuaciones son representaciones simbdlicas de la relacién matematica que existe
entre dos expresiones que se encuentran conformadas por elementos conocidos (datos) y desconocidos
(incdgnitas). La relacién matemaética puede ser de igualdad o de desigualdad.

Antes de introducir a los estudiantes a las ecuaciones e inecuaciones, es importante que comprendan
los tipos de relacién que se pueden dar entre dos cantidades y las propiedades que se le asocian.
Para ello, se recomienda que estas relaciones se introduzcan usando ejemplos de la vida cotidiana,
material concreto y representaciones pictéricas en las que se solicite a los estudiantes explicar, con
sus propias palabras, qué relacion existe entre la cantidad de los conjuntos que se estan comparando
e incentivarlos a usar expresiones como “la cantidad de los dos es igual”, “la cantidad de los dos es
desigual”, “la cantidad de este es menor que la de ese”, “la cantidad de este es mayor que la de ese”.

Ademas, es necesario que los estudiantes comprendan las implicancias de las relaciones que existen
entre dos cantidades y las exigencias que se deben cumplir para que estas relaciones se mantengan.
Los estudiantes deben comprender que, si entre dos cantidades hay una relacién de igualdad, esta
solo se mantendra si ambas cantidades permanecen tal cual o se hacen los mismos cambios en
ambas cantidades.

Para que los estudiantes internalicen este principio, se recomienda que realicen actividades con
material concreto en las que se comparen dos cantidades iniciales (por ejemplo, dos paquetes con
cinco elementos cada uno) y el docente vaya dando indicaciones de agregar o quitar elementos a los
paquetes, solicitando que los estudiantes evalien qué se hizo y si la relacién de igualdad se mantuvo.
Es importante que sean los propios estudiantes los que se den cuenta de que cuando realizan una
accién idéntica en ambos paquetes (agregar dos elementos a ambos, quitar un elemento a ambos,
dejar solo la mitad en ambos, etc.) la relacién de igualdad se mantiene, mientras que cuando se
hacen acciones distintas con los paquetes (agregar un elemento en uno y dos elementos en el otro,
agregar un elemento en uno y quitar uno en el otro, etc.), la igualdad se convierte en desigualdad. Se
sugiere que, al realizar esta actividad, los docentes incentiven a los estudiantes a hacer predicciones
respecto de si con las instrucciones que se les da se mantendra la igualdad o se transformara en
desigualdad y qué sentido tendra esta.

o
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Luego, se recomienda que realicen la misma actividad, pero partiendo de paquetes con cantidades
distintas (por ejemplo, un paquete con 5 elementos y otro con 10). En este caso, es importante que
los estudiantes puedan darse cuenta de que, si realizan la misma accién a ambos lados, el sentido
de la desigualdad se mantiene; sin embargo, que es dificil predecir qué va a pasar con el sentido de
la desigualdad cuando se realizan acciones distintas, pues esto podria implicar que se mantenga el
sentido, que se modifique el sentido o que la desigualdad se transforme en igualdad.

El recurso mas ilustrativo para ayudar a los estudiantes a comprender las ideas de ecuacién y de
inecuacion es la balanza. Esta permite comparar la masa de los objetos que se encuentran en dos
bandejas y visualizar la relacién que existe entre ellas (de igualdad o de desigualdad). De esta manera,
los estudiantes pueden visualizar cuando la balanza esta en equilibrio y cuando no lo estd y se pueden
dar cuenta de por qué se produce el desequilibrio.

Utilizando la balanza se puede reflexionar respecto de qué significa que una bandeja suba mientras
la otra baja y de si es posible que ambas suban o bajen al mismo tiempo y por qué esto no es factible.

Se recomienda que los docentes incentiven a sus estudiantes a usar la balanza para comparar la masa
de variados objetos y que se les ayude a comprender que lo que estan haciendo es comparar la masa
de los objetos que ponen en la balanza y que estas masas se pueden relacionar mediante los conceptos
de “igual”, “menor” o “mayor”. Los docentes deben ensefiar a los estudiantes a representar las
relaciones que ven en la balanza de forma pictdrica y utilizando palabras.

Una vez que los estudiantes comprendan las nociones de igualdad, desigualdad y las propiedades
que se les asocian, se puede proceder a la representacién simbdlica de ellas. Para ello, es importante
que los docentes introduzcan el uso de vocabulario preciso —como equilibrio o desequilibrio, igual,

distinto, menor, mayor—, e incorporando simbologia precisa —como “=", “<”, “>”—,

Los simbolos definidos para estas relaciones son: igual: “=”; menor que: “<” y mayor que: “>”.
Existen muchas mnemotecnias a las que recurren los docentes para que los estudiantes asocien estos
simbolos con su significado. Es importante que, de utilizarse estas técnicas, se cautele que tengan
un sentido similar a lo que se quiere recordar, ya que muchas veces, si estas técnicas van contra el
sentido comun (por ejemplo, que el mas grande se “come” al mas pequefio), pueden ser mas dificiles

de recordar y generar el efecto inverso a largo plazo.

El uso de la representacion simbdlica de la relacién entre dos cantidades puede ejercitarse solicitando
a los estudiantes que comparen nimeros en el ambito del 0 al 100, registrando la relacién, usando
el simbolo correspondiente y explicando la relacién que establecieron. Con ello, los docentes pueden
evaluar si los estudiantes estan usando los simbolos correctamente.

Posterior a ello, se les puede solicitar comparar expresiones matematicas que utilizan operaciones
sencillas, por ejemplo:

- o7+3] |7-3
10+5D12+3
. 30+10D80—30

Con esta actividad es importante que los estudiantes puedan constatar que el sentido de la desigualdad
no depende de la operacién que se estd realizando; es decir, que puedan darse cuenta de que el que

o
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en una de las expresiones se realice una adicién y en la otra se realice una sustraccion no implica
necesariamente que la expresién de la adicién serd mayor que la otra, y viceversa.

Una vez que los estudiantes han consolidado la comprension de la igualdad y la desigualdad, se debe
disefiar actividades orientadas a la comprensién del significado de las ecuaciones e inecuaciones.
En el caso de las inecuaciones, se debe poner énfasis en que su solucién puede ser un conjunto de
valores que hacen que se mantenga la desigualdad.

B Comprension de la relacion inversa entre la adicién y la sustraccion

Las ecuaciones e inecuaciones expresan la relaciéon matematica que se da entre dos expresiones que
se encuentran conformadas por elementos conocidos (datos) y desconocidos (incégnitas).

El proceso de resolver una ecuaciéon (o inecuacién) consiste en realizar diferentes operaciones a
ambos lados de la igualdad (o desigualdad) para “despejar” el término desconocido y asi conocer su
valor (o los valores que puede adoptar). Este proceso se sustenta en el uso de operaciones inversas
que permiten “despejar” el término desconocido.

Para favorecer la comprension del sentido de los pasos que realizan los estudiantes al resolver
ecuaciones e inecuaciones, se recomienda que en un inicio se introduzca el trabajo con problemas
numéricos en los que se aplique la relacién inversa entre la adicién y la sustraccién para llegar a los
valores desconocidos.

Para ello, se pueden usar problemas en los que se requiere determinar la cantidad de elementos que
falta para completar una cantidad total, dada una cantidad parcial.

Por ejemplo: “Un curso necesita vender 100 numeros de rifa y ha vendido 60. (Cuantos nimeros
de rifa les falta por vender?”

A partir de este problema se puede guiar a los estudiantes para que representen la situacion.

- Numeros vendidos + niimeros por vender = Niimeros que se necesita vender

- 60+ ?=100

- eincentivarlos a que lo resuelvan y expliquen cémo lo hicieron.
Algunos estudiantes podrian resolver la situacién contando de 10 en 10 partiendo desde 60 hasta
llegar a 100, mientras que otros podrian resolverla realizando la sustraccién 100 - 60 = 40.

Luego se les puede presentar a los estudiantes otro problema con valores con lo que no es tan facil
llegar a la solucién por conteo. Por ejemplo, uno cuya representacion sea: 24 + ¢ = 136.

Baséndose en esta representacion, se recomienda que los docentes pregunten a los estudiantes ¢cual
es la pregunta que se busca responder? y los orienten para que lleguen a respuestas del tipo: “¢qué
numero se debe sumar a 24 para que dé como resultado 136?”. A partir de ello, se sugiere que se
realicen preguntas guiadas para que los estudiantes se den cuenta de que situaciones como esta se
asemejan a como ellos realizan la comprobacién de los resultados al hacer una operacién y saber
si estan correctos y que adviertan que lo que estdn haciendo al resolver esa igualdad es aplicar la
operacion inversa.

o
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Ejemplos de errores asociados a comprension
de igualdades, desigualdades y sus aplicaciones

Ejemplo de pregunta de resolver una ecuacion

Ejemplo 12. Pregunta de resolver una ecuacion

Observa la siguiente ecuacion:
T+x=15

(Qué valor debe tener x para que se cumpla esa ecuacion?

6 15 Interpreta que el signo igual se usa para indicar el resultado del
problema.
Q 8 Respuesta correcta.

En el ejemplo 12 se plantea una ecuacién de un paso que involucra una adicién. Para responder
correctamente esta pregunta, los estudiantes deben comprender qué es una ecuacién, qué significa
el signo “=” dentro de la ecuacién, qué significa el valor de la incégnita “x” dentro de la ecuacién
y como se resuelve la ecuacion.

El error mas frecuente que se observa en esta pregunta se relaciona con la comprensién del signo
de igualdad. Los estudiantes asociarian la “igualdad” al resultado del problema, sin considerar que
representa la relacién entre las expresiones “7 + x” y “15”.

Recomendaciones pedagogicas

Comprobacion del resultado como apoyo a la comprension de las ecuaciones

Para el proceso de ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones en educacion bésica, es necesario
comprender que las representaciones de ellas son abstractas y requieren entender bien el significado
de cada una de las partes que la componen y luego de eso, como se resuelven.

Como se ha mencionado anteriormente, las ecuaciones plantean relaciones de igualdad entre dos
cantidades, entre las cuales hay algin término desconocido (incégnita). De ese término desconocido
depende que la igualdad se cumpla o no se cumpla. Por ello, para resolver una ecuacién hay que
descubrir cudl es ese término desconocido de modo que la igualdad se cumpla.

Una vez que la ecuacion esta resuelta, es necesario comprobar si esta bien resuelta. El procedimiento
para ello es reemplazar el valor obtenido para la incégnita en la ecuacién y verificar que el resultado
en ambos lados de la igualdad sea el mismo.
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Se sugiere que los docentes desarrollen en sus estudiantes el habito de comprobar si la solucién a la
que llegan hace que la igualdad se cumpla. Realizar este procedimiento contribuye a que los estudiantes
adquieran conciencia del significado de la igualdad y ayuda a prevenir que se cometa este tipo de error.

Procedimiento para resolver una ecuacion

Una vez que los estudiantes comprenden de qué trata una ecuacién y su solucioén, hay que reforzar
los procedimientos asociados a ella.

Los estudiantes deben comprender el sentido de las operaciones inversas, como la adicién y la
sustraccién. Utilizando la metafora de la balanza, deben “agregar” o “quitar” elementos hasta lograr
el “equilibrio”. En el caso de las ecuaciones, es importante hacer notar que el simbolo de “igualdad” se
debe mantener siempre por lo que es necesario operar a ambos lados de la ecuacién de la misma forma.

En el ejemplo, los estudiantes debian resolver:
7+x=15

En esta ecuacién se puede observar que la “x” estd acompafiada de un 7 y que ambas cantidades
se estan sumando. Para conocer el valor de “x”, de modo que la igualdad se mantenga, se debe
“despejar” la “x” (dejarla sola a un lado de la ecuacién). Para ello, es necesario eliminar el 7 del
lado izquierdo restando 7 en ese mismo lado. Dado que se requiere mantener la igualdad, si se resta
7 en el lado izquierdo se debe restar 7 en el lado derecho.

7+X=15
(7+%x)=7=15-7
(7-7)+x=15-7
0+x=28
X=8

Se recomienda que se presente este procedimiento a los estudiantes y, a través de preguntas guiadas,
se los oriente para que sean capaces de explicar por qué para resolver esta ecuacién deben restar 7
a ambos lados de la igualdad.

Ademas, los docentes deben reforzar que una vez que estd determinado el valor de “x” es necesario

comprobar que la ecuacién esté bien resuelta. Para ello, se remplaza el valor de x en la ecuacién y
se comprueba la igualdad:

La ecuaciénes 7 + x = 15
El valor de “x” es 8, entonces, 7 + 8 = 15

15 =15



Capitulo 2. Analisis de errores y recomendaciones para la reflexién pedagdgica

Se sugiere reforzar la comprension del procedimiento para resolver una ecuacion, utilizando diferentes
ejemplos que incluyan adiciones o sustracciones, y que tengan la incégnita ubicada en distintas
posiciones. Se recomienda pedir a los estudiantes que expliquen, en cada paso, qué estan haciendo
y por qué lo hacen. También, que comprueben todos los resultados obtenidos.

Aprendiendo del error

Si frente a una ecuacién como la planteada en el ejemplo 12, una gran cantidad de estudiantes responde
que la expresion de la derecha (en este caso 15) es la solucion, se recomienda que los docentes pregunten
a los estudiantes cémo llegaron a ese resultado. Basandose en la respuesta de los estudiantes, los
docentes pueden hacer nuevas preguntas que los ayuden a ir descubriendo el significado del signo
igual dentro de la ecuacién. Ademas, se recomienda que los estudiantes refuercen que es importante
comprobar los resultados obtenidos reemplazando la x por la solucién a la que llegaron.

Ejemplo de pregunta de resolver una inecuacion

Ejemplo 11. Pregunta de resolver una inecuacién

Observa la inecuacion:
X+ 12<25

A continuacion, escribe un valor que pueda tomar x para que se cumpla esa inecuacion.
e 13 Resuelve la inecuacién como si fuera una ecuacion.

o Cualquier valor

Respuesta correcta.
menor que 13

La pregunta del ejemplo 11 pide identificar un valor que puede adoptar la incégnita para que se cumpla
una inecuacion que involucra una adicién. Para responder correctamente esta pregunta los estudiantes
deben comprender qué es una inecuacion, qué significa el signo “<” dentro de la inecuacién, qué
significa la incégnita “x” dentro de la inecuacién y cémo se resuelve la inecuacién. El error frecuente
que se observa en este ejemplo se relaciona con la comprension del signo de desigualdad, ya que los
estudiantes resuelven esta inecuacién como si se tratara de una ecuacién.
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Recomendaciones pedagogicas

Comprension de las inecuaciones

Para comprender las inecuaciones es necesario entender la relacién de igualdad entre cantidades y,
basandose en ello, comprender las relaciones de desigualdad entre dos cantidades.

En lo referido a las relaciones de desigualdad, los estudiantes deben comprender que si tienen dos
cantidades distintas, entonces una de ellas es mayor que la otra. Estas relaciones de desigualdad permiten
comparar nimeros, ordenar nimeros, representar situaciones problematicas y resolver problemas.

Los simbolos de desigualdad (“>” y “<”) se utilizan para comparar dos cantidades. Las desigualdades
37 <39 056 > 25 corresponden a desigualdades verdaderas, mientras que 24 > 43 es una desigualdad
falsa, ya que 24 no es mayor que 43. Cuando se tiene una relacion de desigualdad en la que existe un
término desconocido, esa relacién se llama inecuacion. Resolver una inecuacién significa encontrar
el conjunto de nimeros que hacen verdadera la desigualdad que se plantea.

Comprension de que las inecuaciones pueden tener infinitos resultados

Una diferencia importante entre las ecuaciones (lineales) y las inecuaciones es que estas ultimas
pueden tener muchas soluciones.

En el caso de las ecuaciones lineales, por tratarse de una igualdad, existe solo un valor que permite
que esa igualdad sea verdadera.

Por ejemplo, en x + 7 = 15, el Uinico valor que hace verdadera esa igualdad es 8 y, por tanto, la soluciéon
de esa ecuacién es x = 8. En otras palabras, si se reemplaza el valor de x por cualquier nimero distinto
de 8, no se verificard la igualdad.

Ahora, si se transforma esa ecuacién en una inecuacién, por ejemplo, cambiando el signo “igual”
por “menor que” queda: X + 7 < 15.

La pregunta que permite responder esta inecuacién es ¢qué nimeros (o posibles valores de “x”) se
pueden sumar a 7 para que su resultado sea un nimero menor que 15?

Para que los estudiantes comprendan que una inecuacioén puede tener muchas soluciones, se sugiere
que los docentes les planteen inecuaciones como la anterior y les pidan reemplazar la x por distintos
numeros para evaluar la veracidad o falsedad de la desigualdad.

Por ejemplo:

- si se considera x = 1; el resultado que se obtiene es 8 y 8 es menor que 15, por tanto, X = 1 es
solucion de la inecuacion.

- si se considera x = 2; el resultado que se obtiene es 9 y 9 es menor que 15, por tanto, x = 2
también es solucion de la inecuacién.
- si se considera x = 3; el resultado que se obtiene es 10 y 10 es menor que 15, por tanto, x = 3

también es solucién de la inecuacidn.
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-y asi sucesivamente, hasta encontrar valores que no son solucién a la inecuacién (x = 8, x = 9,
etc.).

A partir de esta actividad, se sugiere que los docentes hagan preguntas a los estudiantes que les
permitan darse cuenta de que hay un valor en el que este tipo de inecuacién deja de cumplirse y que,
por tanto, son soluciones todos los valores menores que este y no son soluciones ese valor y todos
los mayores que ese.

Una vez que los estudiantes han comprendido que la solucién a una inecuacién puede ser un conjunto
de valores, se sugiere que se trabaje la resolucién de inecuaciones utilizando los procedimientos
formales para ello, intencionado la reflexién en torno a la solucién que se obtiene.

Procedimiento para resolver una inecuaciéon

Una vez que los estudiantes han consolidado los aprendizajes relativos a la resolucién de ecuaciones de
un paso con adiciones o sustracciones, el transito a la resolucién de inecuaciones se hace mas natural.

Para comprender el procedimiento que permite resolver una inecuacién, es necesario que los
estudiantes comprendan qué significan las desigualdades, que se apropien de los simbolos de “menor
que” y “mayor que” y que comprendan que, a diferencia de las ecuaciones lineales, las inecuaciones
pueden tener mas de una solucién.

Ademas, es importante que comprendan que una desigualdad tiene dos maneras de ser representada:
por ejemplo, 16 < 25 es equivalente a decir que 25 > 16 y que, segun el caso, puede ser mas conveniente
usar una representaciéon que la otra.

Al resolver inecuaciones en el d&mbito de los nimeros naturales, las reglas que eran validas en el caso
de las ecuaciones también se aplican. Si se suman o se restan cantidades iguales a ambos lados de
una desigualdad, la desigualdad se mantiene. Por ello, el procedimiento para resolver inecuaciones
en el ambito de los nimeros naturales es similar al de resolver ecuaciones, la diferencia estd en la
interpretacion del resultado.

Es importante que los docentes refuercen constantemente la idea de que en una inecuacién hay
que mantener el sentido de la desigualdad y que generen el habito de comprobar constantemente
si el sentido se mantiene. Esto es fundamental para cuando en cursos posteriores se trabaje con
inecuaciones en el ambito de los nimeros enteros, donde los estudiantes deberan darse cuenta de
que, si se multiplican ambos lados por un nimero negativo, el sentido de la desigualdad cambia.

Aprendiendo del error

Los estudiantes que contestaron en forma incorrecta resolvieron el problema igualando ambos lados
de la inecuacién, lo que se podria interpretar como que no comprendieron el significado del simbolo
“<” o0 no comprendieron el significado del resultado que obtuvieron al realizar el procedimiento.

Cuando los estudiantes cometan este tipo de error, se recomienda que los docentes les pidan que
expliquen el razonamiento que los llevé al resultado obtenido. Luego, se sugiere que, usando preguntas
del tipo: ¢qué representa el signo “<” ?, ¢qué nos dice este signo respecto de la relacién que hay entre
ambos lados de la inecuacidn?, ¢qué pasa con la relacion entre las dos expresiones cuando x adopta
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el valor 137, se les ayude a identificar que se trata de una inecuacién y a recordar las caracteristicas
de las inecuaciones.

Una vez que los estudiantes se hayan dado cuenta de su error, se recomienda que el docente les
pregunte por qué creen que lo cometieron y qué creen que pueden hacer para no volver a cometerlo.



El anélisis de las respuestas que dan los estudiantes de 4° basico a las preguntas de las pruebas de
Matematica Simce y TIMSS, aplicadas los afios 2013 a 2017, muestran que una alta proporcién de
estudiantes de este nivel presenta errores que se asocian con:

- problemas en la comprensién y aplicacion de conceptos y nociones matematicos,

- tendencia a aplicar algoritmos y estrategias de resolucién de problemas de forma automatizada,
sin considerar el contexto y la situacion a la que se aplican.

Por consiguiente, se puede observar una relacién estrecha entre ambos tipos de errores, ya que la
falta de comprension de los conceptos y nociones matemaéticas puede dificultar la evaluacién de su
transferibilidad a situaciones nuevas y conducir a la aplicacién de propiedades y procedimientos en
situaciones para las que no son validos.

Por ejemplo, la falta de comprensién del concepto de fraccién podria facilitar la transferencia de
la consigna “sumar unidades con unidades, decenas con decenas, etc.” a “sumar numerador con
numerador y denominador con denominador”, conduciendo a que se cometan errores como el
ilustrado en el capitulo 1.

Asimismo, la falta de comprension del significado de la sustracciéon entre dos cantidades podria
facilitar que los estudiantes transfirieran el procedimiento de sumar cifra a cifra sin considerar
que en la sustraccién el orden altera el resultado (se debe restar el sustraendo al minuendo) y que
cometieran errores como el presentado en el capitulo 1.

Los problemas de comprensién y aplicacién de conceptos y nociones matematicos también pueden
conducir a que los estudiantes apliquen algoritmos y estrategias de forma automatizada, sin evaluar
su pertinencia. Por ejemplo, si no se comprende el significado de las cuatro operaciones basicas, es
mas probable que se recurra a la busqueda de “claves” que indiquen cual es la operacion que permitira
resolver un determinado problema. De esta manera, es posible que los estudiantes se guien por la
presencia de expresiones estereotipadas sin evaluar el contexto en que estas se utilizan y cometan
los errores ilustrados en el capitulo 1.

El trabajo de analisis expuesto en este documento evidencia que enfrentar a los estudiantes a
diferentes preguntas y problemas puede entregar informacién valiosa respecto de lo que saben
y son capaces de hacer y respecto de las dificultades, confusiones o vacios que puedan tener. Por
ejemplo, en una pregunta de multiplicacién, un estudiante puede no comprender la operacién y otro
presentar problemas en el uso de la “reserva”. Por ello, es importante que los docentes provean a los
estudiantes de numerosas instancias en las que puedan mostrar lo que saben y se puedan identificar sus
debilidades. La informacién obtenida de las diferentes evaluaciones permite conocer a los estudiantes
y retroalimentar las practicas pedagdgicas, para mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje.
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De las conclusiones expuestas anteriormente se desprenden tres principales desafios para las escuelas:

- Disefiar estrategias que permitan considerar el aprendizaje matematico desde una perspectiva
holistica, en la que problemas en la comprensiéon de algin concepto pueden afectar la
comprensién y aplicacién de otros.

- Reorientar las instancias de evaluacién de manera que permitan recoger respecto de lo que
saben y son capaces de hacer los estudiantes y, a la vez, respecto de cuales son sus debilidades,
problemas de comprension, etc.

- Planificar el proceso de ensefianza y aprendizaje de manera longitudinal, de manera de
identificar aquellas practicas que se realizan en los primeros cursos que pudiesen llevar a que
los estudiantes transfieran aprendizajes a ambitos en los que no son validos.

En lo que se refiere al primero de los desafios, es importante tener en cuenta que el aprendizaje
matematico se construye sobre la base de conocimientos y habilidades previamente adquiridos, los
que se van ampliando y profundizando. Si bien, en las Bases Curriculares, los Objetivos de Aprendizaje
se separan en ejes de contenido, existe interdependencia entre los aprendizajes dentro de un mismo
eje e incluso entre los de ejes distintos. Ello se evidencia, por ejemplo, en como problemas con la
comprension del valor posicional pueden afectar a los aprendizajes relacionados con las operaciones
en el eje de nimeros y operaciones, pero también con aprendizajes relativos al eje de patrones
y algebra, medicién y datos y probabilidad. Por esta razén, es importante aprovechar todas las
instancias de ensefianza y aprendizaje para reforzar los aprendizajes adquiridos o bien para promover
la consolidacién de aquellos que estan en proceso de adquisicion.

Desde lo pedagdgico, por ejemplo, se sugiere identificar los aprendizajes previos necesarios para
alcanzar un nuevo aprendizaje y evaluar si los estudiantes los han consolidado. En caso de que los
estudiantes presenten dificultades o vacios, es importante que existan estrategias para poder abordarlos.

Respecto del segundo desafio, es importante que en las escuelas se considere a la evaluaciéon como
un proceso inherente de la ensefianza y el aprendizaje y no como una instancia que tiene como tinico
fin la calificacién. La evaluacion debe poner se al servicio del aprendizaje entregando a estudiantes
y docentes informacién oportuna que retroalimente las practicas. En el caso de los estudiantes, la
evaluacion debe servir para que sepan qué aprendieron, qué les falta por aprender, cuales son los
errores que cometen y cémo pueden superar esos errores. En lo que corresponde a los docentes,
las evaluaciones deben ayudarles a identificar aquellos aprendizajes que han logrado consolidad
sus estudiantes, aquellos que no han consolidado y cudles son los problemas mas frecuentes que
muestran sus estudiantes, de manera de poder orientar sus practicas pedagégicas.

Durante el proceso de aprendizaje es natural cometer errores. Es importante, entonces, estimular a
los estudiantes a que pierdan el miedo de equivocarse, de manera que los errores sean considerados
como oportunidades de aprendizaje y no como una sefial de fracaso.

Este documento entrega informacién ttil para reflexionar acerca de las instancias de evaluacién que
se realizan en el aula y de como estas pueden entregar informacién relevante de lo que los estudiantes
han aprendido y de los errores que cometen frecuentemente. En esta linea, cabe hacerse la pregunta
de cémo se esta aprovechando la informacién que entregan los resultados las diferentes evaluaciones:
¢qué tipo de retroalimentacion se entrega a los estudiantes en controles, pruebas o trabajos en clases?,
¢se trabaja con los estudiantes el identificar los tipos de errores que cometen y las causas de ello ?,
’se realiza algun tipo de sistematizacion de los errores frecuentes de los estudiantes?



Para un 6ptimo empleo de la informacién, se sugiere comentar los errores recogidos en este documento
para generar espacios de reflexién con los estudiantes e identificar el origen de los errores cometidos
en las evaluaciones o trabajos.

En lo relativo al ultimo desafio, es importante que en la planificacién del proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas participen docentes de diferentes cursos, de manera de identificar
los momentos en los que se deben alcanzar los diferentes aprendizajes y visibilizar la importancia
de consolidar los aprendizajes previos, asi como el uso que se dara a esos aprendizajes en cursos
posteriores.

Tener una referencia de cudndo y en qué contexto se retomara un aprendizaje es importante, pues
permite significar mejor dicho contenido y asignarle la relevancia correspondiente. Asimismo, estar
familiarizado con la forma en que se introdujeron los conceptos relevantes puede ser Util cuando estos
sean retomados en cursos superiores para lograr una adecuada vinculacién con los nuevos contenidos
y reforzar aquellos conceptos y procedimientos que se perciben como mas débiles en los estudiantes.

Al igual que con el documento elaborado para Il medio, se espera que la informacion entregada sea un
insumo para la reflexién que se realiza al interior de la escuela, de manera que los docentes puedan
orientar sus practicas hacia el logro de mayores aprendizajes en sus estudiantes.
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